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Vo  r  r  e  d  e. 


Die  vorliegende  Abliandlung  stellt  den  ersten  Versucli  dar,  sta- 
tistisclieu  Reilien,  -welche  aus  kleinen  absoluten  Za.hlcn  bestehen,  vom 
Standpunkte  der  Wahrscheiulichkeitsrechnung  aus  näher  zu  treten. 
Fafst  rian  z.  B.  irgend  einen  der  kleinsten  deutschen  Bundesstaaten 
ins  Auge,  so  pflegen  darin  in  jedem  Jahr  selten  über  10  weibliche 
Selbstmorde  vorzukommen.  In  manchem  Kalenderjahr  gelangt  über- 
haupt kein  einziger  solcher  Fall  zur  Verzeichnung.  Die  detaillirten 
statistisclien  Nachweise  unserer  Zeit  bieten  recht  viele  Beispiele  von 
statistischen  Reihen  der  Gcesaojten  Art.  Solche  Reihen  sind  aber  von 
der  wissenschaftlichen  Statistik  bisher  kaum  eines  Blickes  gewürdigt 
worden,  und  zwar  aus  dem  Grunde,  weil  bei  so  kleinen  Zahlen  die 
Wirküi^g  der  zufälligen  Ursachen  zu  stark  hervortrete.  Hier  kommt 
es  in  der  That  nicht  selten  vor,  dafs  von  zwei  unmittelbar  aufeinander 
folgenden  Zahlen  die  eine  um  ein  vielfaches  die  andere  übertrifft,  ja. 
dafs  das  Verhältnis  der  einen  dieser  Zahlen  zu  der  anderen  (wenn 
letztere  gleich  Null  ist)  durch  den  Zahlenwert  unendlich  ausgedrückt 
wird.  Da  nun  aber  jede  Folgerung  aus  Zahlen,  welche  eine  statistische 
sein  will,  sich  stets  auf  dAe  Voraussetzung  gründe,  dafs  sich  die  Wir- 
kungen der  zufälligen  Ursachen  ausgleichen,  so  seien,  meint  man,  jene 
kleinen  Zahlen  an  sich  offenbar  wertlos. 

Soweit  es  sich  um  die  Ergründung  desjenigen  Theiles  der  Er- 
scheinungen handelt,  welcher  von  den  Wirkungen  der  zufalligen  Ur- 
sachen gewissermafsen  als  unabhängig  gedacht  ist,  erscheint  die 
Geringschätzung  der  kleinen  Zahlen  als  vollkommen  begründet.  Nicht 
aber,  wenn  es  darum  zu  thun  ist,  gerade  die  Gesetze  des  Zufalls  an 
den  statistischen  Daten  zu  untersuchen,  d.  h.  die  Frage  zu  prüfen,  ob 
die  Vorstellungen  und  Lehren  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  die 
Statistik  anwendbar  seien.  Denn  es  ist  ein  methodologischer  Grund- 
satz jeder  Erfahrungswissenschaft,  die  Bedingungen  der  Erfahrung  stets 
so  zu  gestalten,  dafs  die  Wirkungen  des  Faktors,  welcher  zu  erfassen 
und  zu  erforschen  ist,  möglichst  zur  Geltung  gelangen. 

Dieser  Gedanke  hat  den  Verfasser  bei  der  Untersuchung  geleitet, 
deren  mathematische  Grundlegung  den  Gegenstand  des  ersten  Kapitels 
bildet.  Im  zweiten  Kapitel  ist  an  der  Hand  der  entwickelten  Formeln 
versucli t  worden,   über   einige  Daten  der  Selbstmord-  und  der  Unfall- 


Yl  Vorrede. 

Statistik,  welche  sich  als  Reihen  kleiner  Zahlen  darstellen,  das  Licht 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu  verhreiten.  Es  ergab  sich,  dafs 
die  bei  den  untersuchten  Reilien  gefundenen  Schwankungen  den  Yor- 
aussagungen  der  Theorie  fast  vollständig  entsprechen,  worin  eben  das 
Gesetz  der  kleinen  Zahlen  besteht. 

Es  galt  nun,  dieses  für  die  Frage  der  Anwendbarkeit  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung auf  die  Statistik  günstige  Resultat  mit  dem  anderen 
scheinbar  ungünstigen  in  Einklang  zu  bringen,  welches  darin  zum  Aus- 
druck kommt,  dafs  die  grofsen  Ereigniszahlen  bezw.  OAe  aus  grofsen 
Ereiguirfzahleu  abgeleiteten  Vcrhältniszahlen  der  Statistik,  seltene  Fälle 
ausgenommen,  der  Unterwerfung  unter  die  Formeln  des  Poisson'schen 
Gesetzes  der  jijrofsen  Zahlen  notorisch  Trotz  bieten.  Hierzu  diente 
dem  Verfasser  die  in  der  Hauptsache  aus  einem  Artikel  von  Lexis 
übernommene,  aber  in  etwas  abweichender  Weise  begründete  Theorie 
des  Fehlerexcedenten,  welcher  das  dritte  Kapitel  gewidmet  ist.  Es  sei 
hier  vor  einer  Vermengung  des  dieser  Theorie  zu  Grunde  gelegten 
Schemas  einer  wechselnden  Wahrscheinlichkeit  mit  dem  von  Poisson 
behandelten  Fall  veränderlicher  Chancen  ausdrücklich  gewarnt. 

Die  Theorie  des  Fehlerexcedenten  liefert  den  Schlüssel  zur  Er- 
klärung jenes  scheinbaren  Widerspruches  zwischen  dem  Verhalten  der 
grofsen  und  dem  Verhalten  der  kleinen  Ereigniszahlen.  Die  näm.liche 
Theorie  in  Verbindung  mit  den  im  zweiten  Kapitel  vorgebrachten 
Thatsachen  vermag  ferner  der  Auffassung,  wonach  dio  statistischen 
Zahlen  ein  Ergebnis  gewisser  Allgemeinbedingungen  des  Geschehens 
wären,  in  welche  zufälh'ge  Ursachen  hineinspielen,  eine  Stütze  zu  leihen 
und  auf  diese  Weise  jene  Vorstellung  von  einer  spezifiseh-statistischea 
Gesetzmäfsigkeit,  welche  in  Folge  der  Mifsgriffe  Quetelet's  und  seiner 
Anhänger  fast  jeden  Kredit  verloren  zu  haben,  schien,  wieder  zur  Gel- 
tung zu  bringen. 

Vielleicht  wird  der  Leser  finden,  dafs  die  Basis,  auf  welche  sich 
eine  Schlufsfolgeruiig  von  so  grofser  Tragweite  aufbauen  will,  keine 
hinreichend  breite  und  feste  sei.  Darüber  wird  sich  eventuell  discu- 
tieren  lassen.  Möge  nur  das  Werkchen,  das  hiermit  der  Öffentlichkeit 
übergeben  wird,  auf  die  Pflege  der  angewandten  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung belebend  einwirken  und  dazu  beitragen,  für  dieses  Wissens- 
gebiet weitere  Kreise  zu  interessieren!  Dafür  sollte  durch  die  Heraus- 
gabe der  Arbeit  in  Form  einer  selbständigen  Brochüre  mit  gesorgt 
werden. 

Den  12.  November  1897.  .  L,  B» 
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Erstes   Kapitel. 


§  I. 


Bezeichnet  jt)  die  Wahrsclieiiiliclikeifc  des  Eintretens  eines  bestimmten 
Ereignisses  A  und  g=l — p  die  WalirscUeinlichkeit  des  Niclitein- 
tretens  von  A.  bei  einem  Versuch,  so  stellt 

/IN  n(n  —  1)  •  '  '  (n  —  x  -4-  1) 

die    Wahrscheinlichkeit    des    x  maligeu    Eintretens    von   A    bei   n  Ver- 
suchen dar. 

Läfst  man  dm  Zahl  n  in  infinitum  anwachsen  und  p  bis  auf 
Null  herabsinken  und  zwar  so,  dafs  das  Produkt  7ip  ==  m  dabei  stets 
unverändert  bleibt,  so  wird  sich  (1)  dem  Grenzwert 

(2)  w.  ^  ^-__ 

nähern.*)     Die  Formel  setzt  voraus,  dafs  die  Zahl  x  im  Verhältnis  zu 
der  Zahl  n  klein  ist. 

Die  Gröfse  m^  welche,  ihrem  Begriff  nach,  positiv  sein  mufs,  aber 
sowohl  eine  ganze  Zahl  als  ein  echter  oder  unechter  Bruch  sein  kann, 
drückt  die  mathematische  Erwartung  der  Zahl  der  Fälle  aus,  bei 
denen  das  Ereignis  A  unter  n  Fällen  oder  Versuchen  vorkommt.^) 
Die  Gröfse  m  besitzt  zugleich  die  Eigenschaft,  mit  der  ganzen  Zahl  /x, 
welche  so  zu  wählen  ist,  dafs  iv^  unter  den  Wahrscheinlichkeiten 
iVQj  u\,  w^..,  die  gröfste  ist,  durch  die  Ungleichungen  bezw.  Gleichungen 

*/?  —  1  <  ^  <  m 

verknüpft  zu  sein.     Aus  (2)  erhält  man  in  der  That 

woraus  zu  folgern  ist,  dafs  iv^  so  lange  anwächst,  bis  x  gröfser  als  m 

1)  Zu  vergleichen  PoisBon,  Recherches  8ur  la  probabilit^   des  jugements 
Paris  1837.     n°  81,  p.  205—207. 

2)  S.  Anlage  1,(5). 

T.  Bor tkf  witsch,  (icsotz  d.  kloin.  Zahleu,  \ 
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wird  Ist  m  eine  ganze  Zahl,  so  giebt  es  demnach  zwei  Maximalwerte 
Yon  W:c,  yvXmMcV  tv,n-i  iiDd  tv,n.  Wenn  hingegen  m  durch  einen 
Bruch  außgedrückt  wird,  so  erreicht  W:,  das  Maximum  bei  demjenigen 
Wert  von'^iT,  welcher  zwischen  m  —  1  und  m  enthalten  ist.  Das 
Eintreten  von  Ä  bei  /x Versuchen  aus  n  ist  somit  das  wahrschein- 
lichste Ergebnis  der  Versuchsserie. 

Mau  verabrede  sich,  die  DilFerenz  x  —  m  den  Fehler  des  Einzel- 
ergebnisscs  x  oder  kürzer  den  Fehler  von  x  zu  nennen.  Die 
mathematische  Erwartung  dieses  Fehlers  ist  OJ)  Ein  anderer  Wert 
wird  sich  für  die  mathematische  Erwartung  des  absoluten  Betrags 
desselben  Fehlers  ergeben.  Man  wolle  diese  Gröfse,  welche  auch  der 
mittlere  arithmetische  Fehler,  von  x  genannt  wird,  mit  a  be- 
zeichnen. Da  die  mathematische  Erv/artung  eines  positiven  Fehlers 
von  X  der  positiv  genommenen  mathematischen  ErAvartung  eines  nega- 
tiven Fehlers  von  x  gleich  ist,  so  braucht  man  nur  letztere  mit  2  zu 
multiplizieren,  um  «  zu  gewinnen: 


xwx  ==  7mVx—i 


Aus  (3)  hat  man  aber 

Daher 

(4)  «  =  2,»  (  2,'  "-  -  2J  ""'-'  ]  =  2'««', 


oder 
(6) 


'h 


2e-"'m^+^ 


1  .  2  •  .  •  ft 


Unter  dem  mittleren  quadratischen  Fehler  von  x,  den  wir 
mit  e(x)  bezeichnen  werden,  versteht  man  die  Quadratwurzel  aus  der 
mathematischen  Erv/artung  der  Gröfse  {x  —  Dif.  Verabredet  man 
sich,  die  mathematische  Erwartung  einer  Gröfse  a  in  Folgendem  mit 
E{a)  zu  bezeichnen,  so  läfst  sich  schreiben: 

E[{x-mY]^\t{x)]K 

Man  fmdct  [b{x)Yj  indem  man  in  (10)  der  Anlage  1,  entsprechend 
der  Annahme,  dafs  p  eine  unendlich  kleine  Gröfse  ist,  q  ^=  1  setzt. 
Alsdann  ergiebt  sich 

(6)  {a{x)}'  =  m 
und  _ 

(7)  .  £(a;)  =  |/m. 


1)  S.  Anlage  1,  (9). 
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§  2. 

Es  soll  gezeigt  werden,  in  welcher  Weise  ein  Näherungswert 
von  m  a  posteriori  ermittelt  werden  kann.  Mau  nehme  zu  diesem 
Zweck  an,  dafs  eine  Reihe  von  Versuchsserien,  z.  B.  6  an  Zahl,  vor- 
liegen, wobei  in  jeder  Serie  die  Zahl  der  Versuche  gleich  unendlich 
ist  und  die  mathematische  Erwartung  der  Zahl  der  Fälle,  in  denen 
das  Ereignis  A  eintritt,  für  jede  Versuchsserie  ein  und  dieselbe 
Gröfse  und  zwar  die  Unbekannte  z  ist.  Man  nehme  ferner  an,  dafs 
von  0  Versuchsserien 

in  1^  das  Ereignis  A  0  mal  vorgekommen  ist, 

1 


iy 

?; 

yy 

>y 

o. 

;> 

f) 

V 

iy 

jy 

;j 

yy 

2 

» 

>y 

yy 

}} 

's 

yy 

yy 

» 

3 

7) 

yy 

yy 

u.  s.  w.  Davon  ausgehend,  dafs  die  gesuchte  mathematische  Erwartung 
gleich  ^  ist,  würde  man  für  die  Walirschei.uliclikeit  des  soeben  be- 
schriebenen zusammengesetzten  Ereignisses   den  Ausdruck 

(1)  (e— )^°  (zc-^y^  (z^c-Q^^  (z^e-^)''  .  .  . 

(1)''  (1  •  2)'«  (1.2-  3)^»  ... 
erhalten.  Geht  man  umgekehrt  davon  aus,  dafs '  das  erwähnte  zu- 
sammengesetzte Ereignis  thatsächlich  eingetreten  ist,  so  gewinnt  man 
als  Wahrscheinlichkeit  P.{z)dz  für  die  gesuchte  mathematische  Er- 
wartung, in  den  Grenzen  z  und  z  -(-  dz  enthalten  zu  sein,  einen  Aus- 
druck, welcher  dem  Zähler  in  (1)  proportional  sein  niufs,  (in  der 
Voraussetzung,  dafs,  ehe  die  Versuche  begonnen  wurden,  alle  Werte 
von  z  gleich  wahrscheinlich  w^aren)  und  es  ist 

worin   G  ei)ie   vorläufig  nicht    näher   angebbare   konstante   Grofse   be- 
deutet.    Man  sieht  sofort  ein,  dafs 

Z, +  2/,  +  3?3  +  ...  =  s 
nichts  anderes  darstellt  als   die   Zahl   der  Versuche,   bei   denen  in  der 
Gesamtheit    aller    G  Versuchsserien    das    Ereignis    A    eingetreten    ist. 
Der    v.'ahrscheinlichste   Wert    von    z    wird    sich    aus    der    Bedinguugs- 
gleichung 

9.{z)  =  Ce—'^'z'  =  maximum 
oder 

<ISI(Z)  ^,  ,  .N  ^ 


bestimmen.     Man  findet 
und  schliefslich 


<>;?-}-  5  =='  0 


6 

c 

1* 
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Deninacli  empfiehlt  es  sieb,  um  einen  angenälierten  Wert  von  m 
zu  finden,  die  Gesamtzahl  der  Fälle,  bei  denen  das  Ereignis  Ä  em« 
getreten  ist,  durch  die  Zahl  der  Versuchsserien  zu  dividieren.  In 
Folgendem  xverden  wir  den  Quotienten  y  mit  on    bezeichnen. 

Zur  Bestimmung  von  C  dient  die  Gleichung 


Man  setze 
Dann  ist 


00  <*' 

0  0 


0 

und  man  erhält 

G 


r(s4-i) 


Ferner  ist 


^^V)  —  r{s-^l)  1-2.  3...«^ 


e-"s'c 


(2)  ^^,^^^^±^ 

und  - 

(3)         ß(^) = ß  (»')(«--<' -'"''(^'-yT- 

Es    wird    weiter    unten   Gelegenheit    sich    darbieten,    auf   letztere 
Formeln  zurückzukommen. 

§  3. 

Den  mittleren  arithmetischen  und  den  mittleren  quadra- 
tischen Fehler  des  Mittelwertes   m'  ==  -~  erhält  man,  indem  man 

c 

alle  (7  Versuchsserien  gedanklich  zu  einer  Serie  verbindet  und  dem- 
gcmüfs  die  Zahl  s  als  Eiir/.elergebnis  behandelt.  Alsdann  ergiebt  sich, 
entsprechend  der  Formel  (5)  in  §  1,  als  mittlerer  arithmetischer  Fehler 
von  5  der  Ausdruck 

1.2...Af       ' 
wobei  sich  M  aus  den  Ungleichungen  bezw.  Gleichungen 

om  —  1  ^  M-^am 
bestimmt.    Der  mittlere  arithmetische  Fehler  von  in,  den  wir  mit  cCq 


i 
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Lezeiclmen    wollen,    ist    offenbar    gleich    obigem    Ausdruclr,    dividiert 
durch  (J: 

(1)  a    =^_L  ^^-'^''^CcrwO^+i 


<y        1-2  "'  M 


In  ganz  analoger  Weise  ergicbt  sich  auf  Grund  der  Formel  (7) 
des  §  1  als  Wert  des  mittleren  quadratischen  Fehlers  des  Mittel- 
wertes 7n    der  Ausdruck 

(2)  .(m')  =  i]/;;7^  =  ]/^. 

Letztere  Formel  besagt,  dafs  der  mittlere  quadratische  Fehler  eines 
Mittelwertes,  welcher  aus  mehreren  Versuchsserien  gewonnen  ist,  der 
Quadratwurzel  aus  der  Zahl  dieser  umgekehrt  proi:)ortional  ist  und  sich 
daher  mit  wachsender  Zahl   der  Versuchsserien   der  Grenze  0   nähert. 


Im  Vorhergehenden  ist  gezeigt  worden,  in  welcher  Weise  und 
mit  welchem  Grad  der  Genauigkeit  der  numerische  Wert  der  mathe- 
matischen Erwartung  von  x  gefunden  v/erden  kann.  Es  gilt  nun- 
mehr eine  analoge  Betrachtung  hinsichtlich  des  mittleren  quadratischen 
Fehlers  von  x  anzustellen. 

Es  giebt  zwei  verscliiedeue  Metlioden,  einen  angenäherten  Wert 
der  gesagten  Gröfse  zu  bestimmen,  deren  exakter  Wert,  wie  ihn  die 
Formel  (7)  des  §  1  liefert,  wegen  der  Unkenntnis  von  m,  nicht  be- 
rechnet v/erden  kann. 

Die  erste  oder  die  indirekte  Methode  besteht  darin,  in  der 
erwähnten  Formel  die  Unbekannte  m  durch  ihren  wahrscheinlichsten 
Wert,  also  durch  m'^  zu  ersetzen,  und  mar    erhält 

(1)  £'(x)^ym\ 

Die  zweite   oder   die    direkte  Methode    gelit   von  der  Begriffs- 
bestimmung der  Gröfse 

£ (x)  =  ]/(0  ~  mfi^^~+~(r^:^lny'w^  (2  —  m^w^  +TT: 

unmittelbar  aus.  Die  unbekannten  Wahrscheiniichkeiten  iv^jW^^w^,,, 
ersetzt  man  durch  ihre  aus  der  Erfahrung  gefundenen  wahrschein- 
lichsten Werte  w^,  w(,  «<•••?  welche  sich  in  der  Bezeichnungsweise 
des  §  2  so  darstellen: 

Als   Ausdruck   des   nach   der    direkten   Methode   berechneten    mittleren 
quadratischen  Fehlers  von  x  erhält  man  also 
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i'\x)  =  y>-[{0-m)\  +  (1  -  m)\  +  •  •  •} 


oder  aucli 

(2) 

worfii  unter 


(.0 


1  /  yV,-  - '")' 


*^1  ?  "^2  > 


Xr 


die   bei    den    einzelnen   Yersuchsserien    efieldiv    erhaltenen    Zahlen    zu 
verstehen  sind.     Die  Formel  (2)  läfst  sicli  jedoch  bei  unbehanntem  m 

nicht  ohne  weiteres    anwenden    und    man    pflegt    ^ durcu 

^c — t  r^j  ~~*  in  )  • 

>  1_L ^u    ersetzen,     welche    zwei    Gröfsen     erwartungsmäfsig 

^J       c  —  1  ' 

eiimuder  gleich  sind.    Es  läfst  sich  in  der  Tliat  leicht  zeigen,  dafs  die 
mathematische  Erwartung  von  ^  '  ^  :^Y~7  ^'^^  ^'^^  ^^u  ^  ^ , 


gleich  m  ist.     Denn  man  hat 


Daher 


{x.  —  m'y 


(.r.-)>.T 


=  {jn  —  ^yif . 


und,  vrenn  man  zu  den  mathematischen  Erwartungen  übergeht, 
In  der  Praxis  wird  man  also  die  direkte  Methode  in  der  Gestalt 


(3) 


(^)  = 


anwenden  müssen. 

Es  fragt  sich  nun,  welche  von  den  beiden  Methoden,  die  indirekte 
oder  die  direkte,  genauere  Resultate,  d.  h.  solche  Werte  liefert,  die 
von  €{x)  erwartungsmäfsig  weniger  abweichen.  Um  diese  Frage  zu 
beantworten,  sind  folgende  zwei  Gröfsen  zu  ermitteln  und  miteinander 
zu  vergleichen:  1)  der  mittlere  quadratische  Fehler  von  £'(x),  Avelcher 
mit  f[£'(a;)l  bezeichnet  v/erdoi  kann  und  2)  der  mittlere  quadratische 
Fehler  von  s"(x),  welcher  mit  £[s"(x)]  bezeichnet  werden  kann. 

Wir  werden  erst  die  mittleren  quadratischen  Fehler  der  Quadrate 
der  Gröfsen  e'(x)  und  £"(x),  iuithin 

e[{B-ix)]']     und      B[{e"{x)}'] 
bestimmen. 


i  < 
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Laut  Formel  (1)  dieses  Paragraphen  und  Formel  (2)  des  §  3 
hat  man: 

(4)  /[{^'(•^))']==]/^- 

Behufs  Bestimmung  von  £[{s"(x)]^]  fassen  wir  Formel  (2)  dieses 
Paragraphen  ins  Auge.  Als  Ausdruck  des  mittleren  quadratischen 
Fehlers  des  Fehlerquadrats  von  x  ergiebt  sich 

e  [(x  —  m)']  =  yj(0  -  my  ~  m} '  tv,  +  { (1  -  mf  -m}'w,+  ^T". 

Setzt   mau   nun   in   Formel  (12)    der  Anlage  1    q  =  l    bezw.    ^  =  0, 
so  erhält  man: 


Daher 


(0  —  myiv^  +  (1  —  myw,  H ==  3w2  +  m, 

€[(x  —  ;;?)^J  =  ]/2;;i^  +  m. 


Man    erlirilt  ferner   (auf  Grund   des  Satzes  von  dem   mittleren  quadra- 
tischen Fehler  einer  Summe  mehrerer  von  einander  unabhängiger  Gröfsen) 


2  (^^»  ~  ^")' 


t  — 1 


y6l2m'  +  m) 


und  endlich 
(5) 


2T(^.  — "0"    ^-l/W 
c  y     I 


.»=1 


-|-  m 


Da  nun  die  linke  Seite  letzterer  Gleichung  gleich  £[{£'\o^)}^]   ist,  so 
gewinnt  man  durch  Teilung  von  (5)  durch  (4): 


(6) 


y2m  +  1. 


Es  geht  aus  (6)  hervor,  dafs  die  direkte  Methode  zur  Bestimmung 
des  mittleren  quadratischen  Fehlers  von  x  stets  einen  gröfseren  mitt- 
leren quadratischen  Fehler  des  Quadrats  der  zu  bestimmenden  Gröfse 
liefert  als  die  indirekte  Methode.  Vom  Standpunkte  der  Genauigkeit 
aus  gesehen,  verdient  somit  die  letztere  Methode  vor  der  ersteren  den 
Vorzug.  Hierbei  verliert  die  direkte  Methode  um  so  mehr  an  relativer 
Zuverlässigkeit,  je  gröfser  m  wird. 

Es  ist  nicht  aufser  Acht  zu  lassen,  dafs  bei  obiger  Untersuchung 
angenommen  wurde,  die  Berechnung  von  e" (x)  ^erM^e  nach  der 
Formel  (2).  In  der  Praxis  aber  wird  die  Formel  (3),  welche  der 
ersteren  an  Genauigkeit,  wenn  auch  unbedeutend,  nachsteht,  zur  An- 
wendung  kommen    müssen.     Insofern    läfst   Formel  (6)    den    Vorteil, 
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welchen  die  indirekte  Methode  vor  der  direkten  hat,   eher   zu  klein 

als  zu  grofs  erscheinen. 

Zum  Schlufs  sei  noch  gezeigt,  in  welcher  Weise  die  mittleren 
quadratischen  Fehler  der  Gröfseu  z'(x)  und  e'\x)  an  der  Hand  der 
gefundenen   mittleren  quadratischen  Fehler  ihrer  Quadrate  nahemngs- 

weise  bestimmt  werden  können.  /^,     r       v     j 

Ist  £  der  mittlere  quadratische  Fehler  einer  Grbfse  X,  deren 
mathematische  Erwartung  X,  ist,  so  ist  es  erlaubt,  den  mittleren 
quadratischen  Fehler  einer  anderen  Gröfse  f{X),  welche  von  der 
ersteren  abhängt,  durch  das  Produkt 

auszudrücken.     Wendet  man  die   angedeutete  Methode  auf  den  gegen- 
wärtigen Fall  an,  so  erhält  man  aus  (4)  und  (5) 

und 

Es  ist  stets  im  Auge  zu  behalten,  dafs  die  zwei  letzteren  Formeln 
Näherungsformeln  sind.  Man  soll  sie  in  der  Praxis  lieber  vermeiden 
und  ßicl),  wo  es  thunlich  erscheint,  der  Formeln  (4)  und  (5)  bedienen. 
Gauz  allgemein  sei  an  dieser  Stelle  darauf  hingewiesen,  dafs  in 
Formeln  (4),  (5),  (G)  und  (8)  dieses  Paragraphen  und  in  Formeln  (1) 
und  (2)  des  §  3,  sofern  jene  Formeln  für  den  praktischen  Gebrauch 
bestimmt  sind,  die  darin  vorkommende  Gröfse  ??^  durch  ihren  aus  der 
Erfahrung  entnommenen  wahrscheinlichsten  Wert  in  zu  ersetzen 
sein  wird. 


§5. 

Betrachten  wir  folgenden   in   der  Praxis   oft  vorkommenden  Fall. 

Es  liegen,  anstatt  einer,  mehrere,  z.  B.  v  Reihen  von  Versuchs- 
serien vor,  wobei  eine  jede  Reihe  zur  Bestimmung  einer  verschiedenen 
Gröfse  dient.  Die  zu  bestimmenden  Gröfsen,  welche  charakterisiert 
sind  als  mathematische  Erwartungen  der  Zahl  der  Versuche,  bei 
denen  im  Laufe  je  einer  Versuchsserie  das  in  Frage  stehende  Ereig- 
nis eintritt,  seien  m^^  w?^,  ^"g,  ...  J»,.  Jede  einzelne  Reihe  besteht 
auch  hier  aus  6  Versuchsserien,  wobei  die  Zahl  der  Versuche  in  jeder 
Serie  gleich  unendlich  ist.  Bezeichnet  man  mit  Xij  das  Ergebnis  der 
^•ton  YersuchsBerie  in  der  j*^°  Reihe,  so  werden  die  vorliegenden  Daten 
die  Gestalt  folgender  Tabelle  annehmen: 
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^l,l> 

^2,1  y 

^S,l> 

...       iCa.l 

a^i,2, 

Ä^2,8, 

Ä^3,2, 

.     .    ..       Ä^<r,2 

^1,3, 

^2,S, 

^3,S, 

...       «Toj  S 

rri,v-l,       ir^.v-l,       a:3,r-l,       .    •     •       ^a.r-l 
^1,»-,  ^2,»?  ^S,yj  •     •    •       ^<^,»' 

Man  führe  iiocli  die  Bezeichnungen 


und 


cm. 


c  * 


Ich  bemerke  ausdrücklich,  dafs  die  Grofsen  m^,  m^,  . .  .  mv  durch 
keinerlei  Bedingung  mit  einander  verknüpft  sind. 

Man  verabrede  sich,  als  das  quadratische  Mittel  der  Gröfsen 
a  ^2,  .  .  .  an  die  positiv  genommene  Quadratwurzel  aus  der  durch  die 
Zahl  'jener  Gröfsen  dividierten  Summe  ihrer  Quadrate,  mithin  den 
Ausdruck 


zu  bezeichnen.  • 

Es  gilt  nun,  das  quadratische  Mittel  der  mittleren  quadratischen 
Fehler  von  .r,-,,,-,  welche  der  ersten,  zweiten,  dritten  u.  s.  w.  Zeile  obiger 
Tabelle  entsprechen,  zu  bestimmen. 

Man  bezeichne  die  letzteren  mit 

und  das  gesuchte  quadratische  Mittel  mit 

Alsdann  erhält  mau  auf  Grund  von  (7)  in  §  1 
und  ferner 

Dies  ist  der  exakte  Wert  der  zu  bestimmenden  Gröfse.  Demselben 
entsprechen  zwei  angenäherte  Werte,  nämlicli  s^ix)  und  b^'{x\  von 
denen  der  erste  nach  der  indirekten,  der  zweite  nach  der  direkten 
Methode  berechnet  ist  (siehe  (1),  (2)  und  (3)  in  §  4).     Es  ist 
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(1) 

E 
■ 

und 
'               .   (2) 

• 

oder  anch 

! 
i 

Letztere  Foruiel 

i 

(3) 

fo'(^)  = 

"/    N          1 

verwandelt  s 

i  =  1  1  -  1 

ich  in 

C(^-)- 

l/^"---^^- 

1/                 r  (a  -  1) 

worin    sich    das    erste   Summationszeichen    auf  alle   Elemente  Xi^j   und 
das  zweite  auf  alle  Elemente  5,-  erstreckt 

Als   Ausdrücke    der    mittleren    quadratischen    Fehler    der  Gröfsen 
{V(^)r  u"^    W{^)Y  ["ach  (2)  berechnet]  erhält  man 


(4) 
und 

(5) 


^{^o'Wn 


^[{V'(^)P]-=V 


^w  ff 

3  =  1 


mj  (2  7n^.  +  1) 


(siehe  Formeln  (4)  und  (5)  in  §  4). 

Den  Formeln  (7)  und  (8)  des  §  4  entsprechen  hier  die  folgenden: 


(6) 


(7) 


«[«o'(«)]-=-r7=. 

2  k  vff 


t 


2  ]/r  6 


In  der  Praxis,  wo  die  Gröfsen  mj  nicht  gegeben  sind,  wird   man 
die    Formeln    (4),   (5)    und    (7)    nicht    unmittelbar    anwenden    können, 


sondern  wird  man  jene  Unbekannten  durch  die  Werte  m/  «==  —  er- 
setzen müssen.  Auf  diese  Weise  erhalt  man  an  Stelle  der  Ausdrücke 
£[]  die  ihnen  entsprechenden  e  []y  welche  sich  wie  folgt  schreiben 
werden: 


(8) 


^'[w  (==)]'] -^y^s, 


(9) 
und 

(10) 
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^'[V'Wi 


va  Zs 


Es  soll  in  diesem  Paragraph  an  einigen  numerischen  Beispielen 
gezeigt  werden,  dafs  Formel  (2)  des  §  1  auch  für  die  Falle,  wo  n, 
ohne  gleich  unendlich  zu  sein,  eine  hinreichend  grofse  Zahl  und  wo  p, 
ohne  eine  unendlich  kleine  Grüfse  zu  sein,  ein  hinreichend  kleiner  Bruch 
ist,  sich  als  brauchbar  erweist,  indem  jene  Formel  bei  entsprechend 
gewählten  «  und  ])  gute  Annäherungen  liefert. 

In  nachfolgenden  Tabellen  enthält  die  jeweilige  Spalte  1  die  Werte 
von  X  (im  Sinne  des  §  Iff.),  die  Spalten  2,  3  und  4  enthalten  die  Werte 
des  Ausdrucks  (1)  des  §  1  für  das  nebenstehende  x  bei  den  ent- 
sprechenden jedesmal  im  Kopf  der  Spalte  angegebenen  Werten  von  w 
und  2).  Die  Werte  der  Spalte  5  sind  nach  Formel  (2)  des  §  1  be- 
rechnet. Jedem  Beispiel  liegt  ein  verschiedener  Wert  des  Produktes 
n2)  =  ni  zu  Grunde. 

1.  Beispiel:  on  =  0,5. 


T 

(;;  :==  1000, 

(;:  =^  10  000, 

(n  n=  100  000, 

(lim.  n  --=  oo  , 

p  ==  0,0.05.) 

j,  =  0,00  005.) 

;>^  0,000  005.) 

lim.  p  =  0.) 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

•GO  645 

•60  653 

•60  653 

•60  653 

1 

•30  338 

•30  328 

•SO  327 

•30  327 

2 

•07  581 

•07  582 

•07  582 

•07  682 

3 

•Ol  2G2 

•Ol  263 

•Ol  264 

•Ol  204 

4 

•00  157 

•00  158 

•00  158 

•00  158 

5 

•OOOIG 

•00  016 

•00  016 

•00  016 

6 

•00  001 

•00  001 

•00  OOi 

•00  001 

2.  Beispiel. 

m  -=.  2. 

' 

X 

(n  —  1000, 

(n  =  10  000, 

(«  ^  100  000, 

(lim.  n  =  OO , 

jj  ~  0,002.) 

j)  =  0,000-'.) 

iJ  =  0,00  002.) 

lim,/;  rrr  0.) 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

13  506 

!       -13  531 

•13  533 

•13  533 

1 

27  007 

'        ^27  067 

•27  067 

•27  067 

2 

27  095 

'       -27  070 

•27  068 

•27  067 

3 

18  063 

•18  046 

•18  045 

•18  044 

4 

Ol»  023 

•09  022 

•09  022 

•09  022 

5 

03  6Ü2 

•03  608 

•03  609 

•03  609 

6 

Ol  197 

•Ol  202 

•Ol  203 

•Ol  203 

7 

00  341 

•00  343 

•00344 

•00  344 

8 

00  085 

•00  086 

•00  086 

•00  086 

9 

00  019 

•00  019 

•00  019 

•00  019 

10 

00  004 

•00  004 

•00  004 

•00  004 

11 

00  001 

•00  001 

•00  001 

•00  001 

12 
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3.  Beispiel:  m  ===  5. 


(n  r=r  KOO,                   (' 

ir.-^  10  000, 

(a  =  100  000 

(lim.  n  =  OO « 

X 

/>  -=  0,005  )              i 

;  --^  0,0005.) 

p  =  0,00  005.) 

Um.  p  =-=  0.) 

1 

2 

3 

4 

6 

0 

•00  GG5 

00  G73 

•00  674 

•00  674 

1 

•03  344 

03  3G6 

•03  3G9 

•03  369 

2 

•08  393 

08  419 

•08  422 

•08  422 

a 

•14  030 

14  03G 

•14  037 

•14  037 

4 

•17  573 

17  549 

■17  547 

•17  647 

5 

•17  591 

17  551 

•17  547 

•17  547 

r> 

•14G59 

14G26 

•14  623 

•14  622 

7 

•10  4^^0 

10  446 

•10  445 

•10  445 

8 

•06  525 

06  526 

•06  528 

•06  528 

9 

•03  Gl 4 

03  G25 

•03  627 

•03  G27 

10 

•Ol  800 

Ol  812 

•01813 

•01818 

11 

•00  814 

00  823 

•00  824 

•00  824 

12 

•00  337 

00  313 

•00  343 

•00  843 

13 

•00  129 

00  132 

•00  132 

•00  132 

14 

•00  046 

00  047 

•00  047 

•00  047 

15 

•00  015 

00  OlG 

•00  OlG 

•00  016 

10 

•00  005 

00  005 

•00  006 

•00  005 

17 

•00  001 

OOOOi 

•00  001 

•00  001 

4.  Beispiel:  w  ==  10. 


■ 

(«  ~  1000, 

in  =  10  OOO,          (n 

=  100  000, 

(lim.n  =  CO, 

X 

p  ==  0,01 ) 

p^Ofi'Jl.)            p 

.=  0,0001.) 

lim.  p  —  0.) 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

•00  004 

•00  005 

00  005 

•00  005 

1 

•00  044 

•00  045 

00  045 

•00  045 

2 

•00  220 

•00  226 

00  227 

•00  227 

3 

•00  739 

•00  765 

00  757 

•00  757 

4 

•Ol  8G1 

•Ol  889 

Ol  891 

•Ol  892 

5 

•03  745 

•03  780 

03  783 

•03  788 

6 

•06  274 

•06  302 

06  305 

•06  306 

7 

•OS  999 

•09  007 

09  008 

•09  008 

8 

•11  283 

•11  262 

11  261 

•11260 

9 

•12  561 

•12  516 

12  512 

•12  511 

10 

•12  574 

•12  518 

12  512 

•12  511 

11 

•11  431 

•11  380 

11375 

•11  374 

12 

•09  517 

•09  482 

09  479 

•09  478 

13 

•07  306 

•07  293 

07  292 

•07  291 

14 

•05  203 

•05  207 

05  208 

•05  208 

15 

•03  454 

•03  467 

03  472 

•03  472 

16 

•02  148 

•02  168 

02  170 

•02  170 

17 

•Ol  256 

•Ol  274 

Ol  27G 

•Ol  276 

18 

•00  693 

•00  708 

00  709 

•00  709 

19 

•00  362 

•00  372 

00  373 

•00  S73 

20 

•00  179 

•00  186 

00  187 

•00  187 

21 

•00  084 

•00  088 

00  089 

•00  089 

22 

•00  038 

•00  040 

00  040 

•00  040 

23 

•00  010 

•00  017 

00  018 

•00  018 

24 

•00  007 

•00  007 

00  007 

•00  007 

25 

•00  003 

•00  003 

00  003 

•00  003 

26 

•00  001 

•00  001 

00  001 

•00  001 
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§7. 

Auf  dem  Gebiete  der   angewandten   Wal.rsdieiDlichkcitsrechnnng 
pfle-t  n)an  den  Gebrauch  der  Formel  (1)  des  §  1,  da  er  imt  sehr  um- 
stamllichen   Reclmungen    verbunden    ist,    zu   vermeiden.     Man    bedient 
•  sich  vielmehr  mit  Vorliebe  der  Formel 

tt' 

welche    die  Wahrscheinlichkeit   für  x,    in    den  Grenzen  «jp  +  u    und 
np  +  u"  enthalten  zu  sein,  angiebt.    Die  Konstante  h,  Fräcision  ge- 
I  uannt,  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung 


(2)  2P  =  «^2 


Setzt  man  in  (1)  «'=  -  f ,  «"=  T  ™<3  ''«  ==  *'  ^°  ^"^^^^  ""^" 
als  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dafs  x  nicht  kleiner  als  np  -  y  und 
nicht  gröfser  als  np  +  |-  sei,  den  wohlbekannten  Aubdruck 


^      '     -""(if. 


(3)  ys 

0 

Die  Formeln  (1)  und  (3)  sind  Näherungsformeln:  nur  unter  be- 
stimmten Bedingungen  liefern  dieselben  K^"^*^^^^'  ^^^'^'f f^/'t  Jen 
denienigen  nicht  merklich  uutersclieiden,  die  man  auf  Grund  der  strengen 
Formel  (1)  des  §  1  erhalten  würde.  Die  in  Frage  _  stehenden  Be- 
din-ungon  pflegt  man  so  zu  formulieren:  1.  mufs  n  eme  grofse  Zahl 
sein,  ehva  glei°eh  einigen  Tausend;  2.  darf ;.  bezw.  g  nicht  zu  klein 
sein.     In  letzterer  Einsicht,   vermifst  man   gewöhnlich  numerisch   pra- 

cisierte  Angaben.  ,  .    ,    .    .      >^        i 

E^  ist°nin  ein  Leichtes  zu  zeigen,  dafs  es  sich  hierbei,  im  Grunde 
genommen,  nicht  um  zwei  getrennte  Bedingungen  handelt,  sondern  um 
fine,  welche  darin  besteht,  dafs  das  Produkt  «l-g  eine,  bestimmte 
Höbe  erreicht.  Denn  selbst  in  dem  Falle  wo  p  (oder  g)  -ne  unend- 
lieh  kleine  Grofse  ist,  wenn  nur  das  Produkt  «i> 2  bezw  ^'\^lfZ 
entsprechend  grofs  ist,  werden  die  Formeln  (1)  -<„W,  ff f  j^ 
(in  diesem  Falle  als  exakt  anzusehenden)  Formel  (2)  des  §  1  senr 
wohl  zu  gebrauchen  sein.     Dies  darzuthun,  ist  die  Aufgabe  der  nach- 

'^'^TsSieZahr^  hinreichend  grofs,  um  die  Anwendung  der  Stirlingschen 
Formel  auf  das  Produkt  1  ■  2  . . .  aj  im  Nenner  von  (2)  m  §  1  zu  ge- 
statten, so  crgicbl  sich 


W^         

ex 
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oder  auch 


i 

i  woraus^  mit  Benutzung  der  Bezeicliuungen 

;  uiiü  der  Zerlegung 

I  log,(l  +  (3j  =y-y +  y  —  Y+  •••> 

leiclit  abzuleiten  ist 

:  (4)         z^==-J=e    ^'■'     '^    +l^-^  +  ^-^;         U..  +  2.3;     +      ^ 

[  Ist   8   ein    so    kleiner   Bruch,    dafs    die   Glieder    des    Exponenten, 

i  welche  (3-,  ö''  u.  s.  \v.  enthalten,  füglich  vernachlässigt  werden   können 

;  ■ —  und   hei   hinreichend   grofsem  m  kommen   praktisch   nur  diejenigen 

\  Werte  w^  in  Betracht,  welche   dieser  Bedingung   genügen  — ,  so   ver- 

\  wandelt  sich  (4)  in 

■'  (5)  Wx  =  --=ir  e 

\  .  ...  .  .  .■ 

i  Wenn   aber   zugleich   u    eine    ziemlich  grofse  Zahl  ist,  so  werden  sich 

I  die  nach  (5)  berechneten  Vv^erte  von  iv^  von  denjenigcji  nicht  erheblich 

I  unterscheiden,  welche  die  Formel 


im 


(6)  m;^  =  -~=_ 

]/2  nm 
liefern   würde.      Die   Beziehung    von   (6)    zu   (1)    liegt    auf   der   Hand. 
Weil  im  rfen;ebenen  Fall  -7^  =  m,  müssen  beide  Formeln  zu  fast  voll- 

o    o  2//-  ' 

ständig  übereinstimmenden  Resultaten  führen. 

Wollte  man  die  liichfigkeit  letzterer  Behauptung  an  numerischen 
Beispielen  nachprüfen,  so  wäre  dem  Umstand  in  angemessener  AVcise 
Rechnung  zu  tragen,  dafs  der  Formel  (1)  die  Annahme  von  einer 
stetigen  Veränderung  der  Gröfse  w  zu  Grunde  liegt,  wälirend  bei  der 
Ableitung  von  (G)  von  der  Thatsache  nicht  abgewichen  worden  ist, 
dafs  n  nur  solche  Werte  annimmt,  welche  für  m  -{-  u  ganze  Zahlen 
ergehen. 

§8. 

Ein  Gegenstück  zu  dem  Lehrsatz,  welcher  hesngt,  dafs  bei  einer 
gegebenen  Wahrscheinlichkeit  p  die  Wahrscheinlichkeit  für  x,  in  be- 
siimmten  Grenzen  enthalten  zu  sein,  durch  die  Formel  (1)  des  §  7 
ausgedrückt  wird,  bildet  der  folgende:  Ist  bei  n  Versuchen  das  Er- 
eignis A  m  Male  vorgekommen  (und  n — m  Male  ausgeblieben),  so 
besteht  eine  Wahrscheinlichkeit  gleich 
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(1)  ^^f '-'"'''' 


V 


dafür,  (lafs  die  Unbekannte  7ip  in  den  Grenzen  m' +  v'  und  m' +  v" 
enthalten  sei,  wobei 

Liegen  indessen  anstatt  einer  aus  n  Yersucben  bestehenden  Serie 
ö  solche  Versuchsserien  vor  und  ist  das  Ereignis  A  im  Ganzen  s  mal 
vorgehommen,  so  wird  sich  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dafs  (Tn^ 
zwischen  den  Grenzen  5  +  v'ö  und  s  +  v"c  liege,  offenbar  durch 

t"a 

(3)  -?^  rc-'o'(-)'rf(„ö) 

v'a  .         ...  

darstellen  lassen,  wobei 

_ — -  =  ^?2  —  (1 -]' 

Bezeichnet  man  'A^a  mit  K,  so  verwandelt  sich  (3)  in 

v' 

Dies  ist  zugleich  die  Wahrscheinlichkeit  für  np,  in  den  Grenzen 
—  -1-  v'  und    --  4-  v"    enthalten  zu  sein.     Man  findet  noch 

er      '  (J      ' 

Es  wird   nun   gemeinhin   gelehrt,   obige  Formeln   seien  nur  dann 

anwendbar,   wenn    1.   oi  eine   grofse  Zahl   ist   und    2.  weder  p  noch  q 

sehr   klein    sind.     Thatsächlich  wird   man    aber   auf  Formel  (4)   selbst 

g 
in  dem  Fall  eines  unendlich  kleinen  p  geführt,  wenn  nur  w  bezw.  y 

entsprechend  grofs  ist. 

Hält  man  an  der  Bezeichnungsweise  des  §  2  fest  und  setzt 

so  findet  man  aus  Formeln  (2)  und  (3)  des  §  2,  mit  Anwendung  der 
Stirlingschcn  Formel  auf  das  Produkt  1  •  2  •  •  •  5  und  mit  Benützung 
der  Zerlegung 

f         f«         f«        f* 
log,  (1  +  f)  =  Y  —  Y  +  -3  —  -4  H , 


(«)  ^(^-V^^'' 
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und  nUherungsweise 


(')  ^^(^)-]^ 


2m' 


Letzteres   Resultat    entspricht    aber   ganz    genau   der  Formel  (4), 

weil  bei    n  =  cx>    der  Ausdruck    -  ,^^   gleich  —%  =  —   wird. 

Nach  den  Ausführungen  dieses  und  des  vorhergehenden  Para- 
grajjhen  konnut  der  Gruudformel  (2)  des  §  1  und  den  auf  ihr  fufseu- 
den  Formeln  (wie  z.  B.  (2)  und  (ß)  in  §  2)  eine  selbständige  Bedeu- 
tung nur  für  den  Fall  zu,  wo  w  bezw.  w'  eine  kleine  Zahl  ist.  Im 
übrigen  wird  man  auch  bei  sehr  kleinen,  ja,  theoretisch  gesprochen, 
bei  unendh'ch  kleinen  Werten  von  p  bezw.  q  sich  der  üblichen  Nähe- 


I  rungsformeln  getrost  bedienen  können. 
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§  9. 

Es  soll  nuumelir  der  Versucli  gemacht  werden,  die  Formeln  des 
ersten  Kapitels  auf  statistische  Reihen  ahsolutcr  Zahlen  anzuwenden, 
welche  für  eine  Reihe  von  Kalenderjahren  angeben,  wieviel  Male  im 
Laufe  eines  jeden  Jahres  ein  bestimmtes  Ereignis  in  einer  gegebenen 
Gesellschaft  Von  Menschen  vorgekommen  ist.  Hierbei  werden  solche 
Beispiele  gewählt,  bei  denen  die  Bedingung  erfüllt  ist,  dafs  den  ein- 
zelnen Gliedern  der  ins  Auge-  gefafsten  statistischen  Reihe  jeweils  sehr 
grofse  Zahlen  von  Beobachtungen  bezw.  von  beobachteten  Menschen 
entsprechen  (mindestens  einige  Tausend),  während  die  Zahlen  selbst, 
aus  denen  sich  die  statistische  Reihe  zusammensetzt,  kleine  Zahlen 
sind  (nicht  über  20  hinausgehend). 

1.  Beispiel:   Die  Selbstmorde  von  Kindern   in  Preufsen. 

Nachstehende  Tabelle  (siehe  folgde.  Seite)  enthält  die  Zahlen  der 
von  Knaben  und  Mädchen  unter  10  Jahren  in  Preufsen  im  Zeiträume 
1869 — 1893  begangenen  Selbstmorde.^) 

a)  Betrachten  wir  zuerst  die  Spalte  2  der  Tabelle,  so  zeigt  es 
sieb,  dafs  die  Zahlen  der  Selbstmorde  zwischen  den  Grenzen  0  und  6 
schwanken.  Diese  Schwankungen  kommen  am  besten  ,  in  folgender 
Tabelle  zum  Ausdruck,  deren  zweite  Spalte  angiebt,  wie  viele  Jahr- 
gänge aus  25  0,  1,  2,  3  . .  .  Selbstmorde  geliefert  haben. 

X  Ix 

0  4 

1  8 

2  5 

3  3' 

4  4 

5  — 

6  1 


1)    nandwörterbuch    der    Staatswissenacbaft-cii,    1.  Suppl.-Bd.,    189G.      Art.: 
„Selbstisordstatistlk"  vou  G.  v.  Majr,  S.  CS6. 

V.  Bortkowjtflch,  (Jcsctz  d.  klein.  Zahlen.  * 
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Jahr 

Knaben 

Mädchen 

Zusammen 

1 

S 

i 

1809 

2 

8 

70 

8 

— 

8 

71 

1 

2 

72 

4 

— 

4 

73 

1 

2 

74 

4 

— 

4 

75 

— 

2 

76 

3 

4 

77 

— 

— 

— 

78 

1 

— 

1 

79 

2 

— 

2 

80 

6 

— 

6 

81 

3 

— 

3 

82 

4 

— 

4 

83 

1 

— 

1 

84 

— 

— 

— 

85 

2 

— 

2 

86 

2 

— 

2 

87 

1 

—  ■ 

1 

88 

1 

1 

2 

89 

— 

— 

— 

90 

2 

1 

8 

91 

1 

1 

2 

92 

1 

1 

2 

93 

4 

1 

5 

Im  ganzen        49         j         11 


60 


Unsere  Aufgabe  bestellt  mm  darin,  zu  prüfen,  ob  die  angeführten 
Ergebnisse  der  Statistik  auf  das  uns  aus  dem  ersten  Kapitel  bekannte 
Scbema  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zurückgeführt  werden  können. 
Hierbei  hat  man  sich  zu  fragen:  in  wieviel  Fällen  aus  25  würden 
sich  die  Ergebnisse  0,  1,  2  u.  s.  w.  am  wahrscheinlichsten  einstellen, 
gesetzt,  dafs  jenes  Schema  zuträfe?  Die  Antwort  wird  durch  die 
Produkte  25  •  iv^  geliefert,  wobei  ic^  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in 
§  1.  Nur  hat  mau  in  die  mafsgebende  Formel  (2)  des  §  1  anstatt 
der  Unbekannten  on  den  wahrscheinlichsten  Wert  ihrer,  nämlich  den 
Mittelwert  ' 

''  =  1,96 


m 


25 


einzusetzen 

Au 

f    diese    y\ 

berechnen: 

X 

25  •  tV:r 

0 

3,4 

1 

6,8 

2 

6,8 

3 

4,6 

4 

2,2 

Auf    diese    Weise    läfst    sich    nachfolgende    Zahlenreihe 


X 

25  •  Wx 

5 

0,9 

6 

0,8 

7 

0,1 

8 

0,0 
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Nennt  mau,  nach  Lexis'  Vorgang,  Dispersion  die  Art,  wie  sich 
die  Glieder  eiuer  statistisclien  Reihe  um  den  I^Iittelweri  der  Reihe 
verteilen,  oder  anders  das  Bild  von  den  Schwankungen,  welche  eine 
statistische  Reilie  darhietet,  so  kann  man  sagen,  dafs  es  sich  nunmehr 
darum  handelt,  die  crwartungsmUfsige  Dispersion  der  Elemente  Xy 
wie  sie  sich  in  der  Reihe  der  Werte  25  ■  Wx  darstellt,  der  effektiven 
Dispersion  der  nämlichen  Elemente,  wie  diese  in  der  Reihe  der 
Werte  l^  zum  Ausdruck  kommt,  gegenüberzustellen,  und  zuzusehen, 
ob  beide  Dispersionen  in  dem  Mafse  übereinstimmen,  dafs  die  Ab- 
weichungen der  Grofsen  Ix  von  den  entsprechenden  Grofsen  2bi'Jx  als 
zufällige  im  Sinne  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  gedeutet  werden 
könnpu. 

Der  erste  Eindruck  ist,  dafs  sich  in  der  effektiven  Dispersion  die 
erwartungsmäfsige  ziemlich  getreu  abspiegelt.  Dieser  Eindruck  wird 
bestätigt  durch  den  Vergleich  zwischen  den  zwei  Werten  des  mittleren 
quadratischen  Fehlers  von  Xj  von  denen  der  eine  nach  der  indirekten 
Methode,  d.  h.  nach  Formel  (1)  des  §  4  bezw.  in  Anlehnung  an  die 
Reihe  2b'iVxj  der  andere  nach  der  direkten  Methode,  d.  h.  nach  For- 
mel (3)  desselben  Paragraphen  bezw.  in  Anlehnung  an  die  Reihe  Ix 
berechnet  ist.     Man  findet: 

{a'(^)P=l,96;  {.»1^^2,46; 

Greift  man  noch  zu  den  Formeln  (4)  und  (5)  des  §  4,  in  welclien  m 
durch  m'  zu  ersetzen  ist,  so  erhält  man 

.[{£'(^)}«]==0,28;         4(£"(.t)PJ==0,62. 

Die  Differenz  zv/ischen  den  Ergebnissen  der  direkten  und  der  indirekten 
Methode  liegt  also  im  Bereich  des  entsprechenden  mittleren  Fehlers 
(2,46  ~  1,96  =-  0,50  <  0,62). 

b)  Ganz  ähnliche  Berechnungen  ergaben  für  Spalte  3  derselben 
Tabelle  (Mädchen)  folgende  Resultate: 


X 

h 

2b    Wx 

0 

15 

16,1 

1 

9 

7,1 

2 

1 

1,6 

3 

0,2 

{*'(^))'  =  0,44;  {£»}».-=  0,34; 

c'(x)  =  0,66 ;  f "(«)  =  0,58 ; 

f[{.'(.r))«j==0,13;         i[{B"{x)y]^-0,n. 

c)    Schliefslich    stellen    sich  die    Ergebnisse    für    Spalte    4    wie 
folgt  dar: 
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X 

0 
1 
2 
3 

4 
5 
6 

7  11.  mehr 


L 
3 
3 
9 
4 
4 
1 
1 


£\x)  --=  1,55 ; 


25  •  W:c 
2,3 

5,4 

6,6 
5,2 

3,1 

1,5 

0,c 
£"(^)  =  1,53; 


Ans  den  mitgeteilten  Reclinmigsergebnisseii  geht  hervor,  dafs 
sowohl  im  Falle  b)  als  im  Falle  c)  die  effektive  Dispersion  mit  der 
erwartungsmüfsigen  noch  hesser  übereinstimmt,  als  es  sich  im  Falle  a). 

gezeigt  hat. 

Aber  in  allen  drei  Fällen  macht  sich  der  nachteilige  Einflufs  des 
Umstandes  geltend,  dafs  die  Zahl  der  in  Frage  stehenden  Elemente 
relativ  klein  ist  (gleich  25),  wodurch  entsprechend  grofse  Abweichungen 
von  der  Norm  entstehen.  Um  dieser  Wirkung  zu  begegnen,  werde 
ich  bei  den  folgenden  Beispielen  mehrere  statistische  Reihen  nach  dem 
Schema  des  §  5  zusammenziehen. 


§  10. 

2.  Beispiel:  Die  weiblichen  Selbstmorde  in  acht 
deutschen  Staaten. 
Nachstehende  Tabelle  giebt  an,  wieviel  weibliche  Selbstmorde  in 
jedem  Kalenderjahr  von  1881  bis  1894  in  folgenden  Staaten  vor- 
gekommen sind:  a)  Schaumburg-Lippe,  b)  V\^aldcck,  c)  Lübeck,  d) 
Reufs  ii.  L.,  e)  Lippe,  f)  Schwarzburg-Rudolstadt,  g)  Mecklenburg- 
Strelitz  und  h)  Schwarzburg-Soudershausen.^) 


Tab 

eile 

1. 

81 
0 

8-2   ' 
2 

83   i 
0 

84 

T5   1 

8G 

87    1  88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

\xa. 
pauzcn 

a) 
b) 
c) 
d) 
e) 

g) 

2 

0 

0 

3 

3 

1 

3 

J 

3 

1 

1 

20 

2 

3 

1 

2 

2 

0 

4 

1 

3 

1 

B 

3 

1 

3 

31 

3 

2 

1 

4 

3 

0 

3 

2 

3 

4 

1 

1 

4 

5 

36 

5 

2 

3 

3 

3 

G 

4 

1 

4 

2 

2 

1 

1 

0 

37 

4 

1 

1 

G 

i 

4 

6 

0 

6 

4 

0 

3 

3 

2 

40 

5 

1 

8 

6 

G 

3 

6 

7 

6 

7 

G 

5 

3 

6 

72 

1 

.H 

-4 

4 

10 

9 

4 

2 

8 

9 

4 

8 

G 

2 

74 

5 

6 

2 

o 

4-1 

4 

10 

2 

6 

9 

9 

4 

9 

10 

79 

1)  AllgeineineB  Statistisches  Archiv,   4.  Jahrgang,   II.  Ebd.,  189C.     Art.  „Der 
Selbstraord"  von  G.  v.  Mayr,  S.  718. 
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Die  Tabelle  1  wollen  wir  in  eine  solche  verwandeln,  welche  un- 
mittelbar angiebt,  wieviel  Male  in  jeder  Zeile  der  Tabelle  1  und. in 
sämtlichen  Zeilen  zusammengenommen  das  Jahresergebnis  0,  1,  2,  u.  s.  w. 
vorkommt. 

Tabelle  2. 


ö 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

a) 

4 

4 

2 

4 

b) 

1 

4 

3 

4 

1 

1 

c) 

1 

3 

2 

4 

3 

1 

d) 

1 

3 

3 

3 

2 

1 

1 

e) 

2 

3 

1 

2 

3 

1 

2 

i) 

1 

2 

5 

3 

2 

1 

R) 

1 

2 

1 

4 

1 

2 

2 

1 

b) 

4 

2 

2 

1 

3 

2 

Sa. 


19 


17 


20 


15 


11 


Letztere  Tabelle  bringt  die  effektive  Dispersion  der  Jahresergeb- 
nisse zum  Ausdruck.  Die  entsprechende  erwartungsmäfsige  Disper- 
sion, berechnet  auf  Grund  der  Mittelwerte,  die  man  durch  Division 
der  Zahlen  der  letzten  Spalte  der .  Tabelle  1  durch  14  erhält,  stellt 
sich  so  dar: 

Tabelle  S. 


0 

1 

2 

3 

4 

6 

G 

7 

8 

9 

10 

11  — 

a) 

3,sc. 

4,79 

3,-12 

1,GS 

0,58 

0,17 

0,01 

0,01 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

b) 

l,r,3 

3,3Cr 

3,75 

2,77 

1,53 

0,68 

0,25 

0,08 

0,02 

0,01 

0,00 

0,00 

c) 

1,07 

2,75 

3,54 

3,03 

1,05 

1,00 

0,43 

0,1G 

0,05 

0,01 

0,00 

0,00 

d) 

1,00 

2,C3 

3,.is 

3,07 

2,03 

1,07 

0,47 

0,18 

0,0G 

0,02 

0,01 

0,00 

e) 

0,80 

2,30 

3,28 

3,13 

2,23 

1,28    . 

0,r,i 

0,25 

0,09 

0,03 

0,01 

0,00 

f) 

0,os 

0,42 

1,0S 

1,85 

2,33 

2,45 

2,10 

1,54 

0,99 

0,57 

0,29 

0,23 

P) 

0,07 

0,38 

0,y9 

1,75 

2,21 

2,44 

2,15 

1,C2 

1,07 

0,GS 

0,ss 

0,27 

b) 

0,05 

0,PS 

0,79 

1,49 

2,10 

2,37 

2,22 

1,79 

1,25 

0,79 

0,45 

0,41 

Sa, 


7,9G        16,94  I  20,33  I   18,70  |   15,11      11,45       8,27    j    5,G3         3,55        2,05        1,09        0,92 


Betrachtet  man  die  letzten  Zeilen  der  Tabellen  2  und  3,  so  zeigt 
sich,  abgesehen  von  einigen  Ausnahmen,  welche  darin  ihren  Grund 
haben  mögen,  dafs  die  in  Betracht  kommenden  Elemente  sehr  wenig 
zahlreich  sind,  eine  sehr  befriedigende  Übereinstimmung  der  statistischen 
Erfahrung  mit  den  Vorausberechnungen  der  Theorie. 

Zieht  man  die  .r  Werte ^)  0  —  2  in  eine  erste,  die  a:  Werte  3  —  4 
in  eine  zweite  uud  die  x  Werte  5  und  mehr  in  eine  dritte  Gruppe 
zusammen,  so  findet  man,  dafs  auf  die  erste  Gruppe  erwartungsmäfsig 
45,2,  in  Wirklichkeit  45  x  Werte  entfallen,  auf  die  zweite  33,8  bezw.  35 
und  auf  die  dritte  33,0  bezw.  32. 

Einen   summarischen  Ausdruck   findet  im   gegenv/ärtigen  Beispiel 


1)  X  i«t  gleich  dem  JaLreseigebnis  für  einen  bestimmten  Staat. 
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die  erwartuiigsmäfyige  Dispersion  in  der  Gröfsc  f^^x)  [§  5,  Formel  (1)] 
und  die  eiTektive  Dispersion  in  der  Gröfse  f^Xx)  [§  5,  Formel  (3)]. 

Ich  lasse  nun  die  numerischen  Werte  zunächst  der  Quadrate 
dieser  Grofsen,  sodann  ihrer  selbst  folgen.  In  Klammern  füge  ich 
den  numerisclien  Wert  des  entsprechenden  mittleren  quadratischen 
Fehlers  bei  [berechnet  nach  den  Formeln  (8),  (9),  (6)  und  (10)  des  §  5]. 

{so'(^)r-  3;47  (0,18);  {^o»)^  ^  4,60  (0,53), 

e,\x)  ^  1,86  (0,05) ;  CW  -=  ^,15  (0,14). 


§n. 

3.  Beispiel:    Die  tötlichen  Unfälle  bei  elf  Berufs- 
genossenschaften. 

In  nachstehender  Tahelle  sind  für  einen  9jährigen  Zeitraum  die 
Zahlen  der  Betriebsunfälle  mit  tötlicliem  Ausgang,  welche  sich  bei 
den  betreßVnden  Berufsgenossenschaften  jedes  Jahr  ereignet  liaheu, 
an<Teführu  Von  den  auf  Grund  des  Unfall  Versicherungsgesetzes  vom 
6.  Juli  1884  errichteten  Berufsgenossenschaften  habe  ich  diejenigen 
gewählt,  für  welche  die  Statistik  die  kleinsten  Zahlen  solcher  Unfälle 
nachweist.  Die  Berufsgenossenschaften  sind  nicht  nach  ihren  Namen, 
auf  die  es  liier  nicht  weiter  ankommt,  sondern  nach  den  Ordnungs- 
nummern bezeichnet,  mit  denen  sie  in  den  statistischen  Publikationen^) 
versehen  nrnd. 


Nr.  dor 



Ucrufsgcnoeeon- 

!     86 

87 

88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

schuft 

i 

13 

!       6 

8 

7 

5 

14 

8 

9 

4 

8 

14 

i       2 

2 

2 

1 

1 

3 

6 

3 

4 

12 

1 

1 

o 

2 

5 

— 

2 

7 

4 

20 

3 

3 

5 

3 

10 

2 

5 

4 

4 

23 

3 

9 

C 

11 

6 

8 

5 

4 

4 

27 

1 

2 

2 

3 

1 

1 

1 

4 

2 

29 

4 

8 

4 

3 

8 

3 

7 

4 

12 

40 

!       2 

5 

1 

8 

2 

— 

— 

6 

7 

41 

1       1 

3 

6 

4 

6 

7 

5 

8 

7 

42 

!       5 

6 

6 

5 

8 

4 

— 

8 

6 

65 

1       ^ 

5 

2 

2 

7 

5 

3 

6 

4 

Behandelt  man  nun  die  vorliegenden  Daten  in  der  nämlichen 
Weise  wie  vorhin  die  Daten  über  die  weiblichen  Selbstmorde,  so  ge- 
langt man  zu  folgenden  Endresultaten; 


1)  Statistisches  Jahrbucli  für  das  Deutsche  Reich  oder  Die  amtlichen  Noch- 
richteix  des  ReichsversicheruDgeamU. 
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Jabres- 
ergebnis 

Zahl  der  Fälle,   in  denen  das  neben- 
stehende Jahreeergebnis 
vorgekoramen  ist       zu  erwarten  war 

1 

2 

8 

0 



5 

3,69 

1 

9 

9,61 

2 

14 

13,89 

3 

IS 

15,21 

4 

14 

14,S4 

5 

16 

12,si 

6 

7 

9,80 

7 

7 

7,23 

8 

8 

5,06 

9 

2 

3,so 

10 

1 

2,05 

11 

1 

1,19 

12 

1 

0,G5 

13 

— 

0,84 

14 

1 

0,17 

15 

— 

0,08 

16  u.  mehr 

— 

0,04 

Wie  mau  sieht,  entspricht  Spalte  2  vorstehender  Tabelle  der 
letzten  Zeile  der  Tabelle  2  in  §  10  und  Spalte  3  vorstehender  Tabelle 
der  letzten  Zeile  der  Tabelle  3  in  §  10. 

•  Auch  in  diesem  Beispiel  stimmt  die  effektive  Dispersion  mit  der 
ervvartungsmäfsigen  ziemlich  genau  überein.  Man  fasse  die  Zahlen  zu 
gröfseren  Gruppen  zusammen.     Alsdann  erhält  man: 


Jahres- 
ergebnis 

Zahl  der  Fälle,   in  denen  das  neben- 
stehende Jahresergebnis 
vorgekommen  ist       zu  erwarten  war 

0—2 
3—4 
6-6 

7— 

28 
27 
23 
21 

27,2 
29,6 
22,1 
20,1 

Endlich  ergiebt  die  Rechnung: 
{fo'W)^  =  4,36  (0,21); 
fj.;)  ^  2,09  (0,05)  ; 


{^o"W}^- 5,48  (0,70); 
s^\x)  ^  2,34  (0,17), 


§  12. 


4.  Beispiel:    Die  durch  Schlag  eines  Pferdes  im  preufsischen 

Heere  Getöteten.  . . 

In  nachstehender  Tabelle  sind  die  Zahlen  der  durch  Schlag  eines 
Pferdes  verunglückten  Militärpersonen,  nach  Armeecorps  (jß'^  bedeutet 
Gardecorps)  und  Kalenderjahren  nachgewiesen.*) 

1)   Siehe  die  Hefte  38,  46,  50,  65,  60,  63,  67,  80,  84,  87,  91,  95,  99,  108, 
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t '-■=y- 

175  ;  76  ,77;  78,  79    80:81 

82 

83 

81 

85 

Yg 

87 

88 

89 

90 

91 

92 

93 

G     - 

2 

2 

1 
1 

___ 

^__ 

I       1 

_ 

3 



2 

1 

__ 

__ 

1 

___ 

1 

I  '- 

— 

— 

2 

— 

3 

-      2 

— 

— 

1 

1 

1 

— 

2 

— 

3 

1 

II 

1 

— 

— 

2 

— 

2 



1 

1 

— 

— 

2 

1 

1 

— 

'_— 

2 



III 

— 

— 

1 

1 

1 

2 

— 

2 

— 

— 

— 

1 

— 

1 

2 

1 

_ 



IV 

1 

1 

— 

1 

1 

1 

1 

— 

— 

— 

1 

— 

— 

— 

— 

1 

■  - 

V 

( 

— 

— 

— 

2 

1 

— 

— 

1 

— 

— 

1 

— 

J 

1 

1 

1 

1 

VI 

i 

— 

1 

— 

2 

— 

— 

1 

2 

— 

1 

1 

3 

J 

1 

1 



__ 

VII 

1 

— 

1 

— 

— 

— 

1 

— 

1 

1 

— 

— 

2 

— 

— 

2 

1 

__ 

2 

VIII 

1 

— 

— 

— 

1 

— 

— 

1 

— 

— 

— 

— 

1 

— 

— 



1 

IX    i- 

— 

— 

— 

2 

1 

1 

1 

— 

2 

1 

1 

— 

1 

2 

__ 



X 

! 

— 

1 

1 

— 

1 

— 

2 

— 

2 

__ 

— 

2 

1 

3 



1 

XI 

— 

— 

2 

4 

— 

1 

3 

— 

1 

1 

1 

1 

2 

1 

3 

3 

XIV 

1 

i 

2 

1 

i 

3 

_-_ 

4 

— 

] 

— 

3 

2 

1 

— 

2 

1 

XV 

i 

1 

— 

. 

— 

— 

1 

— 

1 

1 

— 

— 

— 

2 

2 

— 

— 

- 

94 
1 


a)  Man  kann  im  gegebenen  Fall   zunächst   einmal   genau  in  der- 
selben Weise  verfahren  wie  in  den  beiden  vorangehenden.    Man  findet: 


Jabres- 
ergebnis 


ZabI  der  Fälle,    in  denen  das  neben- 

ßtebende  Jahreßergebnis 
einfjetreten  ist         zu  erwarten  war 


0 
1 

2 
3 

4 

5  u.  mehr 


144 

91 

32 

11 

2 


143,1 

92,1 

33,8 

8,9 

2,0 

0,6 


(a^-)}^- 0,70  (0,05); 
^o'G^-)- 0,81  (0,03); 


{fo»r- 0,73  (0,09); 
e^'ix)  -=  0,85  (0,05). 


b)  Sodann  kann  mau  aber,  unter  Weglassung  des  Gardecorps, 
des  L,  YI.  und  XL  Armeecorps,  welche  eine  von  der  normalen  ziem- 
lich stark  abvreichende  Zusammensetzung  aufweisen^),  die  Zahlen, 
vrelche  sich  auf  die  übrigbleibenden  10  Armeecorps  beziehen,  so 
behandeln,  als  bezögen  sie  sich  alle  auf  ein  und  dasselbe  Armee- 
corps, mithin  eine  einzige  aus  200  Elementen  bestehende  statistische 
Reihe  annehmen  und  auf  dieselbe  das  Schema  des  §  4  anwenden.  Es 
ergiebt  sich: 


114    118,  12^,  132,  135  und  139   der  „Preuf.iscben    Statistik    (amtliches    Quellen- 
•werk)".  ^  ^ 

1)  Daß  Gardecorps  besteht,  von  Artillerie,  Pionieren  und  Train  abgesehen, 
aus  134  Infanterie-Kompagnien  und  40  Kavallerie-Eßcadrons,  das  XI.  Armeecorps 
umfafst  3  Divisionen,   das  I.  Armeecorps   hat  30,  das  VI.  26  Eecadrons.  während 


die  Norm  20  ißt. 
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Jahres- 
erg ebnia 


Zahl  der  Fälle,   in  denen  das  ncben- 

ßtehcnde  Jahresergebnis 
eingetreten  ist      |    zu  erwarten  war 


0 
1 
2 
S 
4 
6  u.  mehr 


109 

G5 

22 

3 

1 


108,7 
CG,3 
20,2 

4,1 
0,c 
0.1 


{ eXx)  P  ^  0,61  (0,06) ;  { £-(.^)  1 '  ==  0,61  (0,09) ; 

e\x)  ^  0,78  (0,04) ;  a'Xx)  =  0,78  (0,06). 

Die  Kongruenz   der  Theorie   mit   der   Erfahru>jg   läfst   sowolil   im 
Fall  a)  als  iiy  Fall  b),  wie  mau  sieht,  nichts  zu  wüuschen  übrig. 


Drittes  Kapitel. 


§  13. 

Die  im  vorhergeliendeu  Kapitel  aiigeführteu  Ergebnisse  des  Ver- 
suches, gewisse  Formeln  der  Walirscheiiilicbkeitsrechnung  auf  einige 
Daten  der  Statistik  anzuwenden,  scheinen  auf  den  ersten  Blick  in  Wider- 
spruch zu  stellen  mit  der  bekannten  Thatsache,  dafs  die  Schwankungen, 
welche  sich  bei  statistischen  Reihen^)  zeigen,  der  Regel  nach  den  Er- 
wartungen der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  gar  nicht  entsprechen. 

Eine  genaue  Übereinstimmung  der  effektiven  Dispersion  mit  der 
erwartungsmäfsigen  ist  bislaug  für  einen  einzigen  Fall  nachgewiesen 
w^orden  und  zwar  von  Lexis  bei  dem  Geschlechtsverhältnis  der  Ge- 
borenen. Was  hingegen  die  sonstigen  Rehitirzahlen  gesclivreige  denn 
die  absoluten  Zahlen  betrifft,  so  weisen  dieselben  ausnahmslos  Schwan- 
kungen in  der  Zeit  auf,  welclie  ihrer  Gröfse  oder  Amplitude  nach  die 
von  der  Theorie  vorgezeichneie  Norm  erheblich  überschreiten.^ 

Ich  fasse  ausschliefslich  statistische  1\ elativzahlen  ins  Auge,  welclie 
so  geartet  sind,  dafs  sie  in  rein  formaler  Hinsicht  als  Näherungswerte 
von  Wahrschei)ilichkeitsgr()rsen  aufgefafst  werden  können.  Solche 
Relativzahlen  stellen  siel)  als  Quotienten  aus  zwei  Zahlen  dar,  von 
denen  die  eine  —  der  Divisor  —  angiebt,  vfle  viele  Einzelfälle  im 
ganzen  beobachtet  worden  sind,  und  die  andere  —  der  Dividend  — 
angiebt,  in  wie  vielen  Fällen   aus   der  Zalil   der   beobachteten  ein  be- 

1)  Unter  einer  Kiatistipcliou  KeiLe  vciKtohö  ich  hier  wie  in  folgendem 
eine  Anzahl  von  Werten  einer  Let^iiiniMten  RtaliHtiBchcn  Gröfse,  von  denen  jeder 
einzelne  einem  bestiniralen  Kalentlerjahr  oder  soiiBtigcn  Zeitabeclinitt  entspricht, 
V7obci  alle  Zeitabschnitte  zusammen  genommen  ciiien  geschlossenen  Zeitraum  bilden. 

2)  DieseErkenntnig  verdankl  man  W.Lexi»,  defnen  hierher  gehörende  Schriften 
die  folgenden  sind:  „Zur  Uheorie  der  Mü^scncri-cheinungen  in  der  menschlichen 
Gesellschaft",   1877;    „Einleitnn;,'   in    di.-  Tliecric    der  Bevölkerungestatistik",  1876 


lier 

auf  die  Statistik"  (188C).  Im  Handwörterbuch  di-r  btaatsvs-issenschaften  von  Conrad, 
Elster,  Lexis,  Loening,  1890  — i>i  die  Art.  „GcMtz",  „(Geschlechtsverhältnis  bei  Qo- 
borenen  und  Gestorbenen",  „Moral^tatihtik"  und  „StaÜBtik". 
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stimmtes   Ereignis    eingetreten    ist.     Man   wolle   Beobaclitungszahl 
für  den  Divisor  und  Ereigniszahl  für  den  Dividend  sagen. 
Man  bezeiclme  ferner  mit 

Pl,  Pi     '"  Vo 

eine  aus  (S  Eleineuten  oder  Gliedern  bestehende  statistische  Keihe.  Die 
Gröfseu  ;)/  sii^d  der  oben  bezeichneten  Art,  können  also,  rein  formal 
betrachtet,  als  Näherungsausdrücke  von  Wahrscheinlichkeitsgröfsen  an- 
gesehen werden. 

Nimmt  man  nun  an,  pl,  V^,  Ih  •••  seien  Ausdrücke  emer  ge- 
meinschaftlichen Wahrscheinhchkeit,  deren  exakter  Wert  j)^  ist,  so 
wird  sich  der  für  die  zu  erwartenden  Schwankungen  mafsgebende 
mittlere  quadratische  Fehler  von  i?/  als 

(1)  £00=  \  -w 

darstellen,  wobei  q,  =  1  -  Po  und  n  die  der  Einfachheit  halber  konstant 
gedachte  Beobaclitungszahl  ist. 

Die  Gröfse;)o  ^*st  unbekannt  und  darum  kann  der  erwähnte  mittlere 
Fehler  nur  naherimgsweise  berechnet  werden.  Zwei  Methoden  sind  zu 
diesem  Zv.ecke  anwendbar.     Die   indirekte,  welche  darin  besteht,  m 

(1)  die  Unbekannte  p^  durch 

Pi+lh-^  •  •  '  Pj 
Po  = G 

zu  ersetzen,  führe  zu  dem  Ausdruck 

(2)  *'(?/)  =  ]/^, 

worin  q„' ==  i—Po-     Die  direkte  Methode  ergiebt 


«"0'.')  = 
oder  für  den  jn-aktischen  Gebrauch 


Z   iP^'-Po)* 


'"'£  {v;-Poy 


(3)        .  ^''aV)==    y 

Bei  einigermafsen  grofsem  6  ist  zu  erwarten,  dafs  die  Gleichung 

naherungsweise  erfüllt  sein  werde  und  zwar  mit  um  so  höherem  Grade 
der  Annäherung,  je  gröfser  die  Zahl  <S  ist. 

Die  Erfahrung  lehrt  indessen,   dafs   t' {p!)  stets   gröfser   austallt 
als  i'(i>/)  oder  auch  dafs  der  Quotient 


2S  Drittes  Kapital.    §  13. 

stets  gröfser  ist-  als  1.  Nicht  selten  erhält  man  Q'  gleich  10,  20,  100 
und  mehr. 

Es  ist  nun  das  Charakteristische  der  Untersuchungen,  woraus  sich 
eine  derartige  Discrcpanz  zwischen  den  ErwartuDgen  der  Theorie  und 
den  Tliafsaclicn  der  Statistik  ergah,  dafs  den  untersuchten  statistischen 
Reilien  nicht  nur  grofsc  Bcohachtungszahlen,  sondern  auch  grofse  (in 
die  Tauscjide  oder  doch  in  die  Hunderte)  gehende  Ereigniszahlen  ent- 
sprachen. Man  war  geneigt,  darin  geradezu  eine  notwendige  Voraus- 
setzung der  Anwendbarkeit  der  Wahrscheinlichlceitsrechnung  auf  stati- 
stische Daten  zu  erblicken.  Damit  aber  grofse  Ereigniszahlcn  heraus- 
kommen,  brauchte  man  nur  die  Beobachtungen  an  menschlichen 
Gesellschaften  von  hinreichender  numerischer  Stärke  bezw.  an  Gebieten 
von  hinreichender  Ausdehnung  anzustellen  oder,  m.  a.  W.,  ein  entspre- 
chend grofses  Beobachtungsfeld  zu  wählen. 

Die  Erscheinungen  des  menschlichen  Lebens,  auf  die  sich  die  Bei- 
spiele des  II.  Kapitels  beziehen,  bilden  keine  Ausnahme  von  der  all- 
gemein geltenden  Hegel.  Würde  man  z.  B.  die  Relativzahlen  der 
Selbstmorde  (absolute  Zahlen  der  Selbstmörder  dividiert  durch  die  ent- 
sprechenden Zahlen  der  Lebenden),  welche  die  Statistik  für  ganz 
Deutschland  in  dem  Zeitraum  1881  —  1894  nach  Kalenderjahren  nach- 
v/eist,  auf  ihre  Schwankungen  hin  einer  Prüfung  unterziehen,  so  er- 
hielte man  Q'  gleich  nahezu  5.    Ahnlich  bei  den  Unfällen  mit  tötlichem 

Ausgang.    Rechnet  man  hingegen  das  analoge  Verhältnis   —-)-.-   bezw. 

—--*--  in  den  Beispielen  des  IL  Kapitels  aus,  so  findet  man  die  Werte 

1,12  im  1.  Beispiel  a), 

0,88  „  b), 

0,99  „  ^     ^      c), 

1,15  „  2-  Beispiel, 

1,12  j,  3.  Beispiel, 

1,01  „  4.  Beispiel  a), 

1,00  „  b). 

Es   liegt   daher   nahe  anzuzunehmen,   dafs  gerade  die  grofsen  Er- 
eigniszahlen  es   seien,  v7odurch    eine  Nichtübereinstimmung   der  effek- 
tiven Dispersion  mit  der  erwartuugsmäfsigeu  herbeigeführt  wird,  wäh- 
rend   umgekehrt    in    den    kleinen   Ereigniszahlen,    wie    sie    sämtlichen 
1  Beispielen  des  IL  Kapitels  gemein  sind,  die  Ursache  davon  zu  suchen 

i  sei,  dafs  in  jenen  Beispielen  die  Ergebnisse  der  Statistik  mit  den  Er- 

I  Wartungen   der   Theorie   fast  vollständig   zusammenfallen.     Um   diesen 

I  zunächst  rein    empirisch   festgestellten   Zusammenhang    als   einen   not- 

j  wendigen,    geseizmäfsigen    zu   erkennen,    bedarf  es   einer  ergänzenden 

j  theoretischen  Erörterung. 
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§  14. 

\yir  betrachten  folgenden  Fall:  Die  in  Frage  stehende  Wahrschein- 
lichkeit, als  deren  Näherungswerte  die  Grofsen 

erscheinen,  bleibt  nicht  für  alle  <7  Versuchsserien  konstant,  sondern 
ändert  sich  von  Yersuchsseric  zu  Versuchsserie  und  ist  gleich  i\  bei 
der  ersten  Yersuchsserie,  gleich  p^  bei  der  zweiten,  gleich  p^  bei  der 
dritten  u.  s.  w,  lui  allgemeinen  entspric4it  also  der  Näherungswert 
Pi'  einem  exakten  Wert  ^,-.     Es  sei 


Vi  -\- 1\  ■{•  '  "  Pa 
_^^ 


und  wae  vorhin 


Aufserdem 

l~p,^^q,^       1— iV=^/,        1— Po  —  ^o;       1— i>o'=^o'- 
Ich   setze   der  Einfachheit   halber  voraus,   dnfs  jede  einzelne  Yer- 
suchsserie aus  einer  gleichen  Zahl  n  von  Yersuchen  besteht. 

Wir  fragen  nach  der  erwartungsmäfsigen  Dispersion  der  Elemente 
Piy  lh}Jh  •  '  '  Po'-  Der  mafsgebcnde  mittlere  quadratische  Fehler,  den 
wir  mit  ö  (p/)  bezeichnen  wollen,  wird  sich  offenbar  aus  der  Be- 
dingungsglcichung 

bestimmen,  Vv^obei  E  die   in  §  1    angegebene   Bedeutung  hat   und   das 
Zeichen  U  sich  auf  alle  Werte  i  von  1  bis  6  erstreckt. 
Aus  (1)  erhält  man; 

Es  ist  aber 


n 


woraus 


folgt 

Aufserdem  ist 


^avo=i'^' +"'■'■■ 


n 


Demnach  verwandelt  sich  (2)  in: 

(3)  i<^0'0)^=2'?+2"^-i'»' 


3Q  Drilt-cs  Kapitel.     §  14. 

Der  nunmelir  gefundene  Ausdruck  des  Quadrates  des  mittleren 
quadratischen  Fehlers  kann  in  folgender  Weise  umgeformt  werden: 
Man  überzeugt  sich  leiclit  von  der  Richtigkeit  der  Gleichung 

I»i(li  =  1\%  +  (i^o  —  %)^Po  —  i>.)  —  iVi  —  i^o)*- 
Setzt  man  darin  z  =  1,  2  ....  bis  ö  und  addiert  einmal  die  linken  und 
ein  anderes  Mal  die  rechten  Seiten  der  so  erhaltenen  Gleichungen,  so 
kommt  man  auf  die  Beziehung 

(4)  Z>,^.-  -=  OTi^oÖ'o  —  ^{Pi  —  P^^' 
Ferner  besteht  die  Beziehung 

(5)  Z^i-P^'-Z-'-a— 

Auf  Grund  von  (4)  und  (5)  läfst  sich  (3)  unter  folgende  Form 
bringen: 

Unter  Anwendung  der  alten  Bezeichnung 

(7)  |/-^^=^(pO 

und  der  neuen  Bezeichnung 

(8)  ]/-^-^--r--'^f^^') 

findet  man  noch  •_ 

(9)  S{in)  =  Wij^) '-  +"{nipd )  '• 

Man  verabrede  sicli  die  Grösse  (3(jr),')  den  Totalfehler,  die  Gröfse 
fQ)-)  den  Normalfehler  und  die  Grosse  7](p,)  den  absoluten  Fehler- 
excedenten  zu  nennen. 

Der  Totalfeliler  liifst  sicIi  nacli  Formel  (0)  gleichsam  auf  zvrei 
getrennt  v,^irkende  FelilerquuHcn  zurüclvführen.  Die  erste  Fehlerquelle 
liegt  in  den  „zufälligen  Ursnclieii",  welche  eine  Abweichung  des  je- 
weiligen Wertes  j)/  von  dem  AVcrt  7),-  horbcilühren,  und  es  entspricht 
dieser  Fehlerquelle  die  Wirkung  ^  (;>,').  Die  zweite  Fehlerquelle,  in 
den  Schwankungoi  bcstcheiul,  wcUlie  dir.  in  Frage  stehende  Wahr- 
scheinliclikeit  im  Laufe  der  0  Vir.-vucbsseiion  erfährt,  ruft  die  Wirkung 
}](j\)  hervor.  Schliesslich  lindct  in  der  Kesultante  d(p/)  die  combi- 
nierte  Wirkung  beider  Fehlerijudlcn  iliren  Ausdruck. 

Es  ergiebt  sich  aus  (8),  dafs^  für  den  Fall,  wo  alle  Werte  pt 
einander  gleich  sind,  der  absolute  Fehlercxccdent  gleich  Null  wird  und 
der  Totalfehler  mit  doui  KornKdfil.K'r  zuximmenfallt.  Dies  trifi't  bei 
dem  in  §  13  angenommenen  ^^thenia  zu  und  ist  der  Fall  der  nor- 
malen Dispersion  (Lexis),  t^'nid  liiug.-gon  die  Wahrscheinlichkeiten 
i^i;i>2  '•'  P'^  einander  nicht  gleich,   so  übersteigt  der  Totalfehler   den 
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Normalfehler  um  den  Betrag  ö^.^^^^^?)  ^»^  ^'^  ^^^^^"  ^^^  ^^"^  ^^^^ 
der  übernormaleu  Dispersion  zu  thuii. 
Man  bilde  den  Ausdruck 

und   nenne  ilin  den  relativen  Fehlerexcedenten.     Bezeichnet  man 
ferner  die  von  der  Versuchszahl  n  unabhängige  Grosse 


V 


1       ^{Pj—Poy 
Po9o  -"  ^ 


mit  c,  so  ergiebt  sich  aus  (7)  und  (8): 


;,  r=  c  ]Ai  —  1 . 

Demnach   ist   der   relative   Fehlerexcedent  der  Quadratwurzel   aus 
der  um  1  verminderten  Versuchszahl  proportional. 
Den  Quotienten 

(11)  «==T(^ 

wollen  vrir  hurz  als  die  Fehlerrelation  bezeichnen.     Man  hat 

und . 

Q ^y i  j^  ^■^-  ==yi  +  (n -  ly. 

Die  Fehlerrclation  ändert  sich  also  ebenfalls  mit  sich  ändernder 
Versuchszahl  und  zwar  nimmt  sie  mit  wachsender  Versuchszahl  zu  und 
mit  fallender  Versuchszahl  ab. 

Eine  gegebene  Reihe  p^,  Xh^  -  •  -  Vo  vorausgesetzt,  sei  bei  einer 
Versuchszahl  100  000  die  Fehlerrelation  gleich  2.^  Es  wird  gefragt 
nach  der  Fehlerrclation  bei  einer  Versuchszahl   10000,  1000,  100. 

Dazu  ist  erst  die  Konstante  c  aus  der  Gleichung  Q"  =-=  1  +  (n  —  l)^^ 
zu  bestimmen,  worin  für  Q  die  Zahl  2  und  für  n  die  Zahl  100  000 
einzusetzen  sind.     Sodann  erliält  man 

bei  n  =  10000,  A  =  0,548,  Q  ==  1,140; 
„  «==.-.  1000,  A  =  0,173,  0  =  1,015; 
,,    n=-100,         A-=  0,0545,     ö  ==  1,0015. 

Aus  obigem  ist  ersichtlich,  dafs  vermöge  einer  entsprechenden 
Verringerung''  der  Versuchszahl  eine  stark  übernormale  Dispersion 
(0  =  2!)  auf  eine  solche  reduziert  werden  kann,  die  sich  von  der 
normalen  Dispersion  kaum  noch  unterscheidet  ((>  =  1,0015!). 

Im  vorstehenden  sind  die  Dispersionsverhaltnisse  an  Wahrschcin- 


1)  Dem  entsprechend  ist  X  «=»  1,732. 
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licLkeilsgrössen  erörtert,  worden.     Es  erübrigt,    die   analogen  Formeln 
j         ^  für  Ereigniszalilen  zu  entwickeln.     Man  setze 

t  Die  Zahlen  x,,  rr.„  ,  .  .  .  Xa   geben   offenbar   an,    in    wie    vielen  Fallen 

I  "  aus   n   das   in  Frage    stehende   Ereignis    bei    den    einzelnen  Versucbs- 

I  Serien  eingetreten,  ist.     Aufserdem   seien 

np^  =  m^ ,     nxh  =  w?o ,     ....     npa  =  ^na 

die  mathematischen  Erwartungen  der  Ereigniszahlen.    Man  führe  noch 

die  Bezeichnung 

WM  -\-  ♦"«  + -\-  ^^o 

_ ^m,. 

Die  für  die  Keihe  x,,  x,,  , .  .  Xa  mafsgebcndeu  Totalfehler,  Nor- 
malfehlcr  und  absolute  Fehlerexcedcnt,  die  man  in  analoger  Weise  mit 
(^(.r,),  e{x^  und  i]{rn?)  bezeichnen  ■  mag,  ergeben  sich  aus  folgenden, 
des  Beweises  niclit  bedürfenden  Gleichungen: 

(3(^.)  ^^n- 6(p/), 

Daher  denn  ferner 

und  

Was  schliefslich  den  relativen  Fehlcrexcedenten  (X)  und  die  Fehler- 
relation (0)  anlangt,  so  fallen  dieselben  bei  den  Reihen  ;?/,  i?/,  ...;>/ 
und  Xy,  x^,  .  .  .  Xo  zusarnjuem 

§  if>- 

Für  den  S})ezialfall  nun,  wo  die  Wahrscheinlicliheifen />i,  ^^o,  .,.pa 
unendlich  kleine  Gröfsen  sind  und  n  eine  unendlich  grofse  Zahl  ist, 
hat  man  in  den  zuletzt  aiigeführten  Formeln  -^  =  0,  x^o  ^  ö,  q^  =  1 
zu  setzen  und  erhält  man: 


/  ,     Xl('",  — W'o)* 


c)Ov.)-  I'  "'o+^' 
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und 


ö=]A'+».2:^e-i)- 


Obige  Formeln  ersclicinen,  so  wie  sie  hier  abgeleitet  sine!,  an  die 
VoraussetzuDg  einer  konstanten  Versuchszahl  gebunden.  In  Wirklich- 
keit aber  kann  man  letztere  Einschränkung  vermeiden,  indem  man 
unmittelbar  von  der  Gleichung 

ausgeht  und  die  aus  §  1  bekannte  Beziehung 

heranzieht.      Alsdann    ergiebt    sich    in    Übereinstimmung    mit    obigen 
Formeln 


^mmtd 


???o  + 


(»«,.  —  Wo)' 


Der  gelieferte  Ausdruck  für  l  besagt  dieses:  Vermehrt  man  die 
Versuche  bei  sämtlichen  Xi  Bestimmungen  der  Reihe  in  gleichmäfsiger 
Weise,  z.  B.  um  It  Male,  ohne  die  den  Zahlen  zu  Grunde  liegenden 
Wahrscheinlichkeiten  zu  ändern,  so  erhöhen  sich  dadurch  sämtliche 
?H,- Werte,  folglich  auch  w^„  um  ebensoviel  und^iufs  daher  der  relative 
Fehlerexcedent  A  im  Verhältnis  von  1  zu  ]//.:  zunehmen.  Die  Ab- 
hängigkeit der  Felllerrelation  Q  von  den  Versuchszahlen  kommt  aber 
darin ^zum  Ausdruck,   dafs  Ö' —  1  der  Zahl  ^  direkt  proportional  ist. 

§16. 

Der  im  vorigen  Paragraphen  erörterte  Fall  unterscheidet  sich  von 
dem  in  §  4  behandelten  dadurch,  dafs  an  die  Stelle  einer  unveränder- 
lichen mathematischen  Erwartung  m  sq  viele  analoge  Gröfsen  fWj, 
^2,  ...  ma  getreten  sind,  als  Versuchsserien  vorliegen.  Wir  wollen 
nunmehr  das  Schema  des  §  5  in  entsprechender  Weise  modifizieren. 
Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  voraus,  dafs  den  Elementen  einer  be- 
stimmten Zeile  der  in  §  ö  angeführten  Tabelle  nicht  mehr  ein  und 
dieselbe  mathematische  Erwartung  der  Ereigniszahl  {m^  zu  Grunde 
liegt,  sondern  dafs  sich  die  in  Frage  stehende  Erwartungsgröfse  ändert, 
wobei  einem  Element  Xi^j  eine  mathematische  Erwartung  w,- y  entspricht. 

T.  Bortkcwitech,  Gesetz  d.  klein.  Zahlen.  ^ 
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Man  führe  die  BezcichnuDgcn  ein: 

und 

-  (?«0,1   +  ?»0,2   H +   *«0,r)  =  W?0.0- 

Für  jede  einzelne  Zeile  der  Tabelle  gelten  als  Normalfeliler 
als  absoluter  Feblerexcedent 


^.•K>)=  /  >J^'ir_!!üy) 


und  als  Totalfehler 
Setzt  man  nun 


F|^V>(^'.>))'  =  *o(^.v), 


3-=\ 


V',1 


und 

so  findet  man 

fo(^',i)  = 

■  lATz,,^, 

^;oO««j)  '-== 

r      r  -^   -<i^              ff             ' 

^o^-^.-,.)  - 

/{VK/)}'^  h?.("Ö}% 

und 


=i/»...|-i(;:::::)'.|iG;;-.)' 


Die  Art  der  AbliüngiV^lv'eit  der  Orüfscn  X^  und  ()q  von  den  Ver- 
Buchszahlen  ist,  wie  man  sieht,  ^omiuu  die  nüinliche  wie  bei  X  und  Q 
nach  den  SchlufHsUtzeu  des  §  IT). 
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§  17. 

Das  in  g§  14  -IG  behandelte  Scliema  einer  veräuderlicbeu  Wahr- 
scheinlicbkeit  des  betreffenden  Ereignisses  bezw.  einer  veränderlichen 
madiematischen  Erwartung  der  betreffenden  Ereigniszahl  giebt  uns 
das  erwünschte  Mittel  an  die  Hand,  die  in  §  13  zur  Sprache  gebrachte 
Verschiedenheit  in  dem  Verhalten  der  grofsen  U7id  der  kleinen  Er- 
eigniszahlen einer  Aufklärung  näher  zu  bringen. 

Entsprechend  der  Hypothese  von  einer  veränderlichen  Wahrschein- 
lichkeit erscheint  nämlich  der  nach  der  direkten  Methode  berechnete 
mittlere  quadratische  Fehler  a'\p[)  [s.  §  13,  (3)]  nicht  mehr  als 
Näherungswert  von  f  (;?/)  [s.  §13,(1)],  sondern  als  Näherungswert 
des  Totalfelilers  (5Q)/)  [s.  §  14,(1)],  während  der  nach  der  indirekten 
Methode  berechnete  mittlere  quadratische  Fehler  £'(K)  [«•  §  1%  (2)] 
den  Charakter  eines  Näherungswertes  des  Normalfehlers  ^(iV)  [s.§  13,(7)] 
gevrinnt 

Somit  mufs  (bei  einigermafsen  grofsen  n  und  o)  der  Quotient  Q' 
[s.  §  13,  (4)]  als  Näherungswert  von  Q  [s.  §  14,(11)]  aufgefafst  werden. 

Ferner  ersclieinen,  gemäfs  der  Voraussetzung  einer  wechselnden 
mathematischen  Erwartung  der  Ereigniszahl,  die  in  §  4  vorkommenden 
Grofsen  s'ix)  und  e"{x)  als  Näherungswerte  der  aus  §  15  bekannten 
Grofsen  ^(rr,)  bezw.  ö{Xi). 

Schliefslich  entsprechen,  nach  dem  neuen  Schema,  den  Näherungs- 
werten e^{x)  und  c^\x)  des  §  5  die  exakten  Werte  sJx^  j)  und  ÖJxi  ,•) 
des  §  16.  ^    ' 

Mit  Hilfe  der  Hypothese  von  einer  veränderlichen  Wahrschein- 
lichkeit läfst  sich  nun  das  in  §  13  erwähnte  Resultat  s'Xp/)  >  e\pi') 
ohne  weiteres  erklären,  weil  nämlich  der  Ausdruck  /ff  "(i^/) ]^—{  £Xp?)Y^ 
einen  Näherungswert  des  absoluten  Fehlerexcedenten  ?;(p,)  liefert,  welch' 
letzterer  bei  einer  veränderlichen  Wahrscheinlichkeit  nicht  Null,  noch 
weniger  aber  eine  irrationale  Gröfse  sein  kann. 

Jene  Hypothese  bedingt  aber  noch  ein  anderes:  nämlich  die  That- 

Sache,  dafs  T^^-Ay  und  ~g    in    ihrer    Eigenschaft    als    Näherungsaus- 

drucke    von     Q  --=-  -—--^  bezw.  ~-y    sich    ceteris    paribus    (d.  h.   bei 

gleich  starken  Schwankungen  der  Wahrscheinlichkeiten  2'>if  P2  •  •  •  P<y) 
um  so  weniger  von  1  unterscheiden,  je  kleiner  das  Beobachtungsfeld 
ist,   auf  welches   sich  jedes   einzelne   Element  der   statistischen   Reihe 

bezieht.  Dasselbe  gilt  von  dem  Quotienten  ^V-§"  ^^^  einem  Nähe- 
rungswert von   Qq.  ^ 

Nun  realisieren  sich  die  Erwartungen  bezüglich  des  Verhaltens 
jener  Quotienten  in  trefflicher  Weise.  Unter  der  Bedingung  eines 
beschränkten   Beobachtungsfcldes   erhäU    man,    wie    wir   wissen,    eine 

3* 
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Man  fülire  die  Bczeiclinungen  eiu: 

und 

Für  jede  einzelne  Zeile  der  TaLelle  gelten  als  Norraalfeliler 
als  absoluter  Fehlerexcedent 


nM.)-VS^-^'~^^ 


und  als  Total  fehler 


Setzt  rüiin  nun 


1/ 


j  —  v 


12  (^>(^',>))'==^o(^V./), 


^---1 


'  1'       >iuMM 


»' 

>:^l 


J.-:     » 


'^  y-^i 


und 


(-v,,)""^^ 


so  findet  man 


^o(-^.-./) 


-  (>0, 


io-K  »'^^«.^  vUJ  -^:y  ^Wy~v 


und 


i 

■'0    • 


Die  Art  der  Abliän^nirkoit  diT  (.'rr.f.cii  A,,  luul  (?(,  von  den  Ver- 
sucliszahlen  ist,  wie  man  sielit,  ^'n^iu  .ho  numlirlic  ^vic  bei  X  und  § 
nach  den  Sclilufssiltzen  des  §  lo. 
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§  17. 

Das  iu  §§  14  -IG  belKindelte  Sclioiiia  einer  venlnderlichen  Wahr- 
scheinlichkeit des  betreffenden  Ereignisses  bezw.  einer  veränderlichen 
niailiematischen  Erwartung  der  betreffenden  Ereigniszahl  giebt  uns 
das  erwünschte  Mittel  an  die  Hand,  die  in  §  13  zur  Sprache  gebrachte 
Verschiedenheit  in  dem  Verlialtcn  der  grofsen  und  der  kleinen  Er- 
cigniszahlen  einer  Aufklärung  näher  zu  bringen. 

Entsprecliend  der  Hypothese  von  einer  verUnderlichen  Wahrschein- 
lichkeit erscheint  nämlich  der  nach  der  direkten  Methode  berechnete 
mittlere  quadratische  Fehler  i^'\pf)  [s.  §  13,  (3)]  nicht  mehr  als 
Nälierungswert  von  £  (p/)  (s.  §13,(1)],  sondern  als  Näherungsweii 
des  Totalfelilers  ö(j>/)  [s.  §14,(1)],  wälirend  der  nach  der  indirekten 
Methode  berechnete  mittlere  quadratische  Fehler  f'(i'0  Iß-  §  ^^>  (^)] 
den  Charakter  eines  Näherungswertes  des  Normalfehlers  f  (iV)  [s.§  13,(7)] 
gewinnt. 

Somit  mufs  (bei  einigermafsen  grofsen  n  und  o)  der  Quotient  §' 
[s.  §  13,  (4)]  als  Näherungswert  von  Q  [s.  §  14,(11)]  aufgefafst  werden. 

Ferj]er  erscheinen,  gemäfs  der  Voraussetzung  einer  w^echselnden 
mathematischen  Erwartung  der  Ereigniszahl,  die  in  §  4  vorkommenden 
Grofsen  £'(x)  und  £"(x)  als  Näherungswerte  der  aus  §  15  bekannten 
Grofsen  aQc,)  bezw.  d(Xi). 

Schliefslich  entsprechen,  nach  dem  neuen  Schema,  den  Näherungs- 
werten ^qXx)  und  £q\x)  des  §  5  die  exakten  Werte  foC-^',/)  ^^^  <^o(^'«,/) 
des  §  16. 

Mit  Hilfe  der  Hypothese  von  einer  veränderlichen  Wahrschein- 
liclikeit  läfst  sich  nun  das  in  §  13  erwähnte  Resultat  s'XpO  ^  ^XpH 
ohne  weiteres  erklären,  weil  nämlich  der  Ausdruck  ]/{f"(7^/)P — {^'(Pd)^ 
einen  Näherungswert  des  absoluten  Felilerexccdenten  7;(|),)  liefert,  welch' 
letzterer  bei  einer  veränderliche]!  Wahrscheinlichkeit  nicht  Null,  noch 
weniger  aber  eine  irrationale  Gröfse  sein  kann: 

Jene  H^'pothese  bedingt  aber  noch  ein  anderes:  nämlich  die  That- 

sache,  dafs  -77-^,-  und  ^~    in    ihrer   Eigenschaft    als    Näherungsaus- 

drücke    von     Q  =  -^Ar  bezw.  -— -V    sich    ceteris    paribus    (d.  h.  bei 

gleich  starken  Schwankungen  der  Wahrscheinlichkeiten  Pj,,  JP2  ...  Po) 
um  so  weniger  von  1  unterscheiden,  je  kleiner  das  Beobachtungsfeld 
ist,   auf  welches   sich  jedes   einzelne  Element  der   statistischen   Reihe 

bezieht.     Dasselbe    gilt  von   dem   Quotienten  -^r—    als    einem   Nähe- 

rungswert   von   (J^. 

Nun  realisieren  sich  die  Erwartungen  bezüglich  des  Verhaltens 
jener  Quotienten  in  trefflicher  Weise.  Unter  der  Bedingung  eines 
beschränkten   Beobachtungsfeldes    erhält    man,    wie    wir    wissen,    eine 

8* 
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nahezu  normale  Dispersion  bezw.  eine  fast  voll  stand  ige  Übereinstim- 
mung zwisclien  den  mittleren  Fehlern,  von  denen  der  eine  nach  der 
direldcn,  der  andere  nach  der  indirekten  Methode  berechnet  ist.  Je 
kleiner  das  Beobachtuugsfeld,  je  ßeltcncr  in  einer  gegebenen  Gesell- 
Schaft  das  in  Frage  stehciule  Ereignis,  Avie  z.  B.  Selbstmord  oder  Un- 
fall, vorkommt,  um  so  besser  fügen  sich  die  statistischen  Ergebnisse 
in  die  mafsgclxmde  matliematische  Formel, 

Die  liypotliese  einer  veränderliclicn  Wahrscheiulichkeits-  bezw. 
ErwartuDgsgröfsc  hilft  uns  dieses  Yerhalten  als  ein  gesetzraäfsiges 
erkennen  und  in  diesem  Sinn  kann  die  Thatsache,  dafs  kleine  Ereignis- 
zahlen (bei  selir  grofsen  Bcobachtuugszahlen)  einer  bestimmten  Norm 
der  Schwankungen  unterworfen  sind  bezw.  nach  einer  solchen  tendieren, 
das  Gesetz  der  kleinen  Zahlen  wohl  benannt  werden. 


§  18. 

Es  ist  früher  ganz  allgemein  üblich  gewesen,  die  Relativzahlen 
der  Statistik,  sofern  sie  bestimmten  formalen  Bedingungen  Genüge 
leisteten  (vgl.  §  13),  als  Nälierungsv/erte  von  Wahrscheinlichkeits- 
gröfscn  aufzufassen  und  gelegentlich  als  solche  zu  behandeln,  ohne 
sich  um  die  Frage  nach  der  Zulässigkeit  einer  derartigen  Betrach- 
tungsweise im  mindesten  zu  bekümmern.  Diesen  Standpunkt  der  naiven 
Zuversicht  finden  wir  von  Poisson  und  Quetelet  vertreten  und  von 
den  Neueren  vielfach  geteilt. 

Hier,  an  ehr  Grundvorstellung,  mit  der  Kritik  angesetzt  zu  haben, 
ist  das  rühmliche  Verdienst  Lexis'. .  Von  ihm  rührt  der  Gedanke  her, 
den  Charakter  einer  statistischen  Belativzahl  ii.s  Näherungswert  einer 
matbematischen  Wahrscheinlichkeit  nicht  als  etwas  von  selbst  gegebenes, 
sondern  als  etwas,  was  an  der  Iland  der  Erfahrung  geprüft  werden 
mufs,  zu  betrachten.^)  Worin  kann  aber  die  verlangte  Prüfung  be- 
stehen? 

Die  Antwort  lautete  bei  Lexis  etwa  wie  folgt:  es  sind  die  Schw^an- 
kun<''en  (die  Disjiorsionsverhalinissc)  zu  untersuchen,  "welche  eine  Reihe 
von  statistischen  Kelativzahlen  aufweist,  binsichtlich  deren  gefragt  wird, 
ob  sie  als  Näherungswerte  einer  gemeinschaftlichen  Wahrscheinlichkeit 
aufr»;efasst  werden  dürfen.  !Man  mufs  namentlich  zusehen,  ob  die 
faktische  Dispersicm  mit  derjenigen  übereinstimmt,  welche  zu  erwarten 
wäre  auf  Grund  der  Voraussetzung,  dafs  den  zu  einer  Reihe  verbun- 
denen Ivclativ/alilen  ein  und  dieselbe  mathematische  Wahrscheinlich- 
keit entspricht.  Hierbei  emj-fahl  Lexis  das  uns  bekannte  Verfahren, 
den  mittleren  quatlratisclien  Felder  einmal  nach  der  indirekten  (,,com- 
binatorischen");  <^'^"  anderes  J\L'il  nach  der  direkten  („physikalischen'*) 
Methode   zu   berechnen   und    die   Resultate    beider   Methoden    einander 

1)  Zur  Theorie  u.  8.  w.  §§  11  —  12  fg.  '' 
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gegeuüberzustellen.  Je  nach  dem  Ergebnis  des  Vergleiches  zwischen 
der  effektiven  und  der  erwartungsmäfsigen  Dispersion  bezw.  zwischen 
den  in  verschiedener  Weise  berechneten  mittleren  Fehlern  ist  nun  die 
Entscheidung  zu  treffen,  ob  die  untersuchten  Relativzahlen  Näherungs- 
werte einer  bestimmten  Wahrscheinlichkeit  seien  oder  nicht  seien, 

Lexis  hat  nun  selbst  eine  Anzahl  statistischer  Relativzahlen  auf 
ihre  Dispersions  Verhältnisse  hin  untersucht  und  ist  zu  Ergebnissen 
gekommen,  wovon  das  wesentliche  eingangs  dieses  Kapitels  erwähnt 
worden  ist. 

Es  hiefse,  sich  vom  Thema  entfernen,  wollte  man  hier  auf  die 
Bedeutung  eingehen,  welche  den  Lexis'schen  Untersuchungen  insofern 
zukommt,  als  durch  deren  Resultate  ziemlich  verbreitet  gewesene 
irrige  Auscliauungen  von  dem  "Wesen  der  statistischen  Gesetzmäfsig- 
keit  endgiliig  widerlegt  worden  sind. 

Man  hat  sich  vielmehr  die  Frage  zu  stellen,  ob  jene  Resultate 
dazu  berechtigten,  den  meisten  statistischen  Relativzahlen  jedwede 
Beziehung  zur  Wahrscheinlichkeitsrechnung  abzusprechen.  Wohl  durfte 
als  ausgemacht  gelten,  dafs  die  Einzelwerte  von  statistischen  Reihen 
den  ihnen  in  etwas  leichtsinniger  Weise  zugeschriebenen  Charakter, 
Näherungswerte  einer  gemeinschaftlichen,  in  der  Zeit  unveränderlichen 
Wahrscheinlichkeit  zu  sein,  abzulegen  gezwungen  waren.  War  aber 
das  ins  Auge  gefafsle  Schema  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  das 
sich  als  unbrauchbar  erwiesen  hatte,  das  einzige,  welches  überhaupt 
in  Betracht  kommen  kann?  Oder  hat  es  vielleicht  ein  Interesse,  zu 
prüfen,  ob  die  statistischen  Reihen  nicht  zurückgeführt  werden  können 
auf  das  Schema  einer  in  der  Zeit  veränderlichen  Wahrscheinlichkeit, 
wobei  also  den  einzelnen  Elementen  einer  statistischen  Reihe  numerisch 
verschiedene  Wahrscheinlichkeiten  untergelegt  werden  müTsten? 

Diese  Eventualität  war  dem  Verfasser  des  Werkes  „Zur  Theorie 
der  Massenerscheiuungen  in  der  menschlichen  Gesellschaft^'  nicht  ent- 
gangen.-^) Aber  er  hat  sich  nicht  länger  dabei  aufgehalteu,  haupt- 
ßächlich  wolil  aus  dem  Grunde,  weil  die  Frage,  möchte  ihre  Ent- 
scheidung im  positiven  oder  im  negativen  Sinne  ausfallen,  von  dem 
eigentliclien  Beweisthema  der  Schiift  gewissermafsen  abseits  lag. 

Erst  S]3äter  hat  Lexis  das  Schema  einer  von  Versuchsserie  zu 
Versuchsserie  sich  ändernden  Wahrscheinlichkeit  in  dessen  Anwen- 
dung auf  die  Statistik  zum  Gegenstand  einer  eingehenden  Erörterung 
gemacht.*) 

Als  mathematische  Grundlage  hat  ihm  dabei  eine  Formel  gedient, 

die  bis  auf  den  Faktor  mit  Formel  (6)  des  §  14  übereinstimmt. 

Lexis  setzte  nämlich 


1)  Zur  Theorie  u.  s.  w.,  S.  31,  91. 

2)  Über  die  Tlieorie  der  Stabilität  etatiatißclier  Beiben. 
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Der  Unterscliied  zwischen  letzterer  Formel  und  der  meinigen  rührt 
davon  her,  dafs  Lexis  sich  hewufster  Weise  einer  nicht  ganz  strengen 
Beweismethode  bedient  hat.  Praktisch  ist  der  Unterschied  bei  einiger- 
mafsen  grofsem  n  unerlieblich  —  und  gerade  diesen  Fall  hat  Lexis  im 
Auge  gehabt;  ist  aber  n  keine  grofse  Zahl  mehr,  so  erscheint 
Formel  (6)  des  §  14  als  die  einzig  anwendbare.  Selbst  bei  «  =  1 
liefert  sie  ein  zutreffendes  Resultat,  wie  es  übrigens  der  Art  ihrer 
Ableitung  zufolge  niclit  anders  sein  kann. 

Lexis  "svendete  ferner  seine  Aufmerksamkeit  derjenigen  Gröfse  zu, 
die  ich  in  §  13  mit  Q'  bezeichnet  habe,  und  zeigte,  dafs  dieselbe  in 
ihrer  Eigenschaft  als  Näherungswert  von  Q  im  Sinne  des  §  14  in 
bekannter  Weise  von  der  Versuchszahl  abhängt.  Daraus  folgerte  er 
nun,  dafs,  falls  das  Scbema  einer  von  Versuchsserie  zu  Versuchsserie 
sich  ändernden  Wahrsclieinliclikeit  dem  statistischen  Geschehen  adäquat 
sein  sollte,  sich  für  Q'  Vv^erte  herausstellen  müfsten,  die  um  so  weniger 
von  1  abweichen  würden,  je  kleiner  das  gewählte  Beobachtuugsfeld 
sein  würde.  Es  ist  Lexis  auch  gelange]!,  bei  einer  Anzahl  von  Fällen 
mit  relativ  mäfsigen  Beobachtungs-  und  Ereigniszahlen  als  Werte 
von  Q'  Grufsen  zu  finden,  welche  von  1  nicht  sehr  verschieden  waren. 
Die  Ergebnisse  waren  jedoch  nicht  in  dem  Grade  beweiskräftig,  dafs 
sie  zu  dem  Schlüsse  auf  die  Allgemeingiltigkeit  des  Schemas  einer 
veränderlichen  Wahrsclieinliclikeit  für  die  Statistik  berechtigten. 

Das  Gesetz  der  kleinen  Zableji  erscheint  nun  als  Ergebnis  einer 
Weiterführang  jener  Lexis'sclien  üniersucliungcn  und  bildet  in  theore- 
tischer Beziehung  vielleicht  gar  einen  Abschlufs  derselben.  Durch 
Verwendung  kleiner  und  kleinster  Ereigniszahlen  ist  es  möglich  ge- 
worden, (\cn  relativen  Fchlercxcedenten  bczw.  die  Wirkung  der  Ver- 
änderungen der  Wahrscheinlichkeit  auf  ein  Minimum  zu  reduzieren 
und  auf  diese  Weise  eine  nahezu  normale  Dispersion  herbeizuführen. 
Jene  fast  vollständige  Übereinstimmung  der  Tlieorie  mit  der  Erfahrung, 
welche  sich  hierbei  herausstellt,  gestattet  kaum  noch  einen  Zweifel 
über  die  objektive  Bedeutung  des  Walirscheinlichkeitsbegriffs  für  die 
untersuchten  Gebiete  des  statistischen  Geschehens.  Wenn  auch  das 
Bcobachtungsfeld,  auf  welches  sich  die  Untersuchung  im  2.  Kapitel 
bezieht,  ein  örtlich  und  zeitlich  beschränktes  ist,  so  erscheint  die  er- 
wähnte Schlufsfolgerung  auf  den  ul)j''ktiven  Cliarakter  des  Wahrschein- 
lichkeitsbegrüfs  an  ähnliche  Schranken  nicht  gebunden.  Was  in  dieser 
Beziehung  von  Selbstmorden  oder  Unfällen  in  einzelnen  Territorien 
•bezw.  für  bestimmte  Personenkreise  und  für  bestimmte  Zeiträume  gilt, 
mufs  offenbar  eine  allgemeine  Geltung  haben.  Wo  und  wann  immer 
in  einer  menschlichen  Gesellschait  Selbstmorde  begangen  w^erden  und 
sich  Unfälle  ereignen,  dürfte  die  Art  des  Zustandekommens  dieser 
Geschehnisse  eine  solche  sein,  welche  die  Anwendung  des  WahrscheiQ- 
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keitsbcgriffes  zuläfst.  Dafs  letzteres  auch  in  Betreif  anderer  Erschei- 
nungen zutrifft,  die  in  den  Bereich  der  Bevolkerungs-  und  der  Moral- 
statistik gehöre D,  lialte  ich  für  meinen  Teil  für  nicht  weniger  sicher 
und  glaube,  dafs  sich  das  Gesetz  der  kleinen  Zahlen  allenthalben 
werde  verifizieren  lassen.  Nichtsdestoweniger  erscheint  mir  eine  Ver- 
melirung  der  Beispiele  zu  dem  Gesetz  der  kleinen  Zahlen  wegen  der 
prinzipiellen  Bedeutung  der  Frage  als  sehr  erwünscht. 

Jedes  ausgerechnete  neue  Beispiel  wird,  falls  es,  wie  zu  erwarten 
ist,  zu  gleich  günstigen  Ergebnissen  führt  wie  die  Beispiele  des 
2.  Kapitels,  die  wissenschaftliche  Überzeugung  erhärten  helfen,  dafs 
allen  bevolkerungs-  und  moralstatistischen  Zahlen  mathematische 
Walirscheinliclikeiteu  oder  Funktionen  solcher  zu  Grunde  liegen. 


Anlage  1. 


Man  setze 


und 


wobei 


x=n 


Die  Aufgabe,  welche  hier  gelöst  werden  soll,  besteht  darin,   die 
angegebenen  Summationen  für  r  =-  1,  2,  3,  4  auszuführen. 
Es  besteht  die  Beziehung 

p      __  p  pn 

Daher 
und 

Vou  der  Gleichnug- 
^r-t  _  (^ _  1).-,  ^.  (,.  _  1^  (^  _  ly-,  ^  ^'--^/-i=^^  (X  -  ly-^  + . .. 

+  (r  —  1)  (a;  —  1)  +  1 
aiisgchoiid,  bekommt  man  ferner  aus  (2): 

,    (r  — l){r— 2)„  ,  ,  , 

+ ^. ^-P,-i,.->(.r-iy-»  + . . .  p„_,„_,}. 


1  •  2 


Sefat  man  in  (3)  a;  =  1,  2,  3  . . .  bis  «  und  addiert  einmal  die 
linken  und  ein  anderes  Mal  die  rechten  Seiten  der  so  erhaltenen  Glei- 
chungen, so  kommt  man  auf  die  Formel 

(4)      J';>  ^p„[  llrj)  +  (r  _  1)  iSrZ?  +  ^l^JlJrszH  £(;-»  ,   . . . 
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Weil  aber  iJli  =  Vp„_j^^_  (^ +^)n-i  _  i^  tann  (4)  eym- 

bolisch   so  ausgedrückt  werden: 

(4-)  |';'=i)n(|,_i +!)•-'. 

Für  die  Fälle  r  ==  1,  2,  3,  4  hat  man  demnach: 

I'«  =  pn  (i;fL,  +  3  i':U  +  3|S:L,  +  1). 

Die   in   obigen   Formeln   vorliommenden  Gröfsen   |«_i;  ^n—i  und 

jfLi  können  leicht  eliminiert  werden.     Man  findet  nämlich  |„Li  aus 

l^u\   iiidem   man   darin  n   durch   n  —  1   ersetzt  und   ebenso  ^„_i  aus 
ll?  u.  s.  w.     So  gelangt  man  schliefslich  zu  den  Formeln: 

If  =  ,r>-''  +  3nY  -  ^^^Y  +  M^  —  ^^^P^  +  2^?/ , 

oder  auch 

(5)  l^^^m, 

(6)  i?-=m'^  +  mq, 

(7)  |!f^  =  ??^«  +  3  m'q  +  wg  (q-p), 

(8)  li^^  =  ?;j^  -[-  6???^g  +  7^>i^g  +  wg  —  llw^^g  —  ßmpq^» 
Zur  Bestimmung  von  ö^'"^  dient  die  Zerlegung 

o';'  =  &  -  »ir "  J + '-^  ir  ^' ,««-...  +  «-, 

welche  für  die  Fälle  r  =  1,  2,  3,  4  folgende  Ausdrücke  liefert: 

(9)  4'^  =  0, 

(10)  (o^n^r=.mq, 

(11)  «5f^-w^gfe-i'), 

(12)  öif^  =  37n^q^  -\-  mq  —  QtnpqK 

Die  letzte  Gleichung  kann  auch  unter  die  Form  gebracht  werden: 

«L'^  =  3  (jnqf  +  (i  -  6pq)  mq , 
woraus  die  Ungleichungen 

3  (,„j)«  -  ^?  <  ol"  <  3  {mqf  +  «j 
folgen,  weil  0<«o<— • 

4 
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In  dem  Schema  des  §  14  erscheinen  die  darin  vorkommenden 
Wahrscheinlichkeiten  p^,  p^,  ...  pa  als  vollständig  unabliängig  von 
einander.  Es  sind  aber  auch  Fälle  denkbar,  wo  zwisclien  den  Glie- 
dern der  iieihe  p^^  x\^  ...  p^  irgend  welche  wahrscheinlichkeitsrech- 
nerische Beziehung  besteht. 

Ein  besonderer  Fall  dieser  Art,  welcher  für  die  Statistik  von 
Interesse  sein  dürfte,  soll  hier  zur  Erörterunjr  rrebraclit  v/erden. 

I\Ian  wolle  sich  diesen  Fall  zuerst  in  Gestalt  eines  Zufallsspieles 
vorstellen. 

]i]s  liegen  v  Urnen  Oj,  Cg,  ...  Cr  vor,  welche  in  verschiedener 
Zusammensetzung  mit  weifsen  und  schwarzen  Kugeln  gefüllt  sind. 
Die  Wahrscheinlichkeiten  der  Ziehung  einer  weissen  Kugel  seien  bei 
den  einzelnen  Urnen  Cj,  Cg,  ...  Cv. 

Man  bestimmt  durch  das  Los  die  Urne,  aus  welcher  die  ersten 
Ic  Ziehungen  zu  erfolgen  haben.  Es  seien  hierbei  g^^  g^,  ...  g^  die 
Wahrscheinlichkeiten,  die  erste,  die  zweite  .  .  .,  die  v^""  Urne  durch 
das  Los  zu  treß^en.  Nachdem  die  ersten  h  Ziehungen  gemacht  sind, 
bestimmt  man  von  neuem  und  zwar  genau  in  der  nämlichen  Weise  wie 
das  erste  Mal  durch  das  Los  die  Urne,  aus  welcher  die  nächstfolgenden 
7:  Ziehungen  zu  erfolgen  haben,  und  fährt  so  fort.     Offenbar  ist 

üi+g2  +  ...  gr'-=  1. 

Man  nenne  Elementarserie  eine  aus  h  Ziehungen,  w^elche  sämt- 
lich aus  derselben  Uvr.e  erfolgt  sind,  bestellende  Reihe  und  verbinde 
je  II  Elementarserien  zu  einer  Hauptserie.     Man  setze  dabei 

Es  sei  ferner 

^i^i+/72^H gvCr=CQ 

und  es  seien 

PlJ  Vi,  '"Po 
die  Werte  des  Verhältnisses  der  Zahl  der  gezogenen   weissen  Kugeln 
zu  der  Zahl  der  überhaupt  gezogenen  Kugeln  bei  C  verschiedenen,  aus 
je  n  Ziehungen  bestehenden  Hauptserien. 
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Man  bazeichne  mit  B^,  B^j  . . .  B,,  die  bei  irgend  einer,  also  z.  B. 
bei  der  /**'"  Hauptserie  unter  den  genannten  benützten  Urnen  und 
mit  &i,  &2>  •••  ?V  ^^^  ibnen  entsprecbenden  Wabrscbeinlicbkeiten  der 
Ziehung  einer  weissen  Kugel.     Man  setze  aufserdem 

^_ =^^,. 

Bezeichnet  man  noch  mit  h^',  h./,  .  . .  &/  die  Werte  des  Verhält- 
nisses der  Zalil  der  gezogenen  weifseu  Kugeln  zu  der  Zahl  der  über- 
haupt gezogenen  Kugeln  bei  den  aufeinander  folgenden  /t  Elementar- 
serien, so  ist  offenbar: 

-^(V  +  6/  +  --W=i'/- 

Die  Gröfse  ^9/  erscheint  zunächst  als  Ergebnis  einer  Serie  von 
Versuchen,  welche  an  dem  Urnens3^stem  B^,  B.^,  ...  By  ausgeführt 
worden  sind.  Letzterer  ürnenreihe  entspricht  aber  als  Wahrschein- 
lichkeit der  Ziehung  einer  weifsen  Kugel  die  Gröfse  pi.  Daher  kann 
diese  als  mathematische  Erwartung  von  p!  angesehen  werden.  Die 
Gröfse  Pi  ist  aber  ihrerseits  das  Ergebnis  einer  Serie  von  Versuchen, 
die  an  dein  ursprünglich  gegebenen  Urnensystem  C^,  C^y  ...  Cy  ge- 
macht worden  sind  und  darin  bestanden  haben,  dafs  durch  das  Los 
aus  dem  (^System  das  I?-Sjstem  abgeleitet  worden  ist.  Das  0-System 
liefert  aber  als  Wahrscheinlichkeit  der  Ziehung  einer  weifsen  Kugel 
die  Gröfse  c^.  Also  stellt  sich  Cq  als  mathematische  Erwartung  von 
Pi  dar.  Zugleich  kann  aber  Cq  als  mathematische  Erwartung  von  |?/ 
aufgefafst  werden.  Man  wolle  sich  verabreden,  für  den  angedeuteten 
Sachverhalt  die  Bezeichnungen  einzuführen 

-^i(iV)  ^Pi, 

und  dieselbe  Bezeichnungsweise,  nämlich  die  Lidices  bei  dem  Erwar- 
tungszeichen JE^  welche  gewissermafsen  den  Entfernungsgrad  der 
matliematischen  Erwartung  angeben  sollen,  auf  analoge  Fälle  in  fol- 
gendem anzuwenden. 

Nun  fragen  wir  nach  der  erwartungsmäfsigen  Dispersion  der  Reihe 

PlJ  Pi    '"  Po\ 
bezw.    nach    dem    summarischen   Ausdruck  jener  Dispersion,    nämlich 
nach  dem  Wert  der  mathematischen  Erwartung 

Von  der  Gleichung 

(V-^)  +  (V-^,)-f-(V-V 

Pi  —Pi  = r " — 
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j  ausgehend,  erhält  mao  auf  Grund  der  bekannten  Beziehungen 

'.  und 

\  die  Gleichung 

I  Ferner  hat  man 

■^1  a(l  -  ^)]  =  ^1^(1  "  0,)  +  ^,c^,(l  -  c,)  -I \-  ^,c,(l  -  c.). 

Die  rechte  Seite  letzterer  Gleichung  läfst  sich  aher  in  folgender  Weise 
I  uruformen.    Bildet  man  für  alle  Werte  von  i  (von  1  bis  ?/)  Gleichungen 

j  der  Art 

I  c,(l  -  c)  ^  Co(l  —  c,)  +  (1  —  20(c,-  —  c,)  ~  (d  —  c^\ 

j  deren  Richtigkeit  einleuchtet,  multipliziert  sie  jev/eils  mit  ^,-  und  addiert 

I  einmal  ihre  linken  und   ein  anderes   Mal   ihre   rechten  Seiten,    so   er- 

hält man 

<7iq(l— 0  4 /7rC,n  --c,,)  =  Co(l— O  — «^ 

wobei 


«2 


Daher  denn 
und 

woraus  noch 


E,ihj{l  -  h,)]  =^  c,(l  ~  c,)  -  a' 


folgt. 

Um  E^{pi^)   zu  bestimmen,   bedient   man   sich   der   ohne  weiteres 
verständlichen  Gleichung 

welche  zu  der  anderen 

(1)  E,[(P,  -  cj]  ^ -^ 
führt.     Demnach  ist  ' 

(2)  iJ.O'a  =  V  +  -^ 
und 

(3)  i?.(.P.")-'^o'  +  X  +  '°^'~n^~'''- 
Schliefslich  ergiebt  sich 

(4)  E,  lip/  -  c,y]  =  ^^^L^  +  —"'■ 

n  n 
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Letzterer  Formel  entnehmen  wir  folgendes:  bei  lc=  1  führt  der 
untersuchte  Spielmodus  auf  genau  den  nämlichen  mittleren  quadra- 
tischen Fehler,  wie  in  dem  Fall,  wo  alle  Ziehungen  aus  ein  und  der- 
selben Urne  erfolgen,  wobei  die  Wahrscheinlichkeit  der  Ziehung  einer 
weifsen  Kugel  Cq  ist.  Diesen  Fall  hat  Poisson  bei  der  Aufstellung 
seines  „Gesetzes  der  grofsen  Zahlen",  insofern  letzteres  als  eine  Ver- 
allgemeinerung des  Theorems  Jacob  ßernoulli's  gedacht  ist,  im  Auge 
gehabt.^) 

Hingegen  überschreitet   das  Quadrat  des    mittleren    quadratischen 

Fehlers  den  Wert  -:^i^-~-<^^,   sobald  7c  grofser  ist,  als  1,  gesetzt,  dafs 

u^  nicht  Null  ist,   oder,   was  dasselbe   bedeutet,  dafs  die  Wahrschein- 
lichkeiten   Cj,  ^2,  ...  Cr   nicht    einander    gleich    sind.     Der  Überschufs 

a^   rührt  also  davon  her,   dafs  nicht  schon  nach  jedem   einzelnen 
n 

Yersuch  die  Urne,  aus  welcher  die  Ziehung  erfolgen  soll,  von  neuem 
bestimmt  wird,  sondern  erst  nach  je  h  Versuchen. 

Will  man  nun  dem  erörterten  Fall  eine  allgemeine  Fassung  geben, 
so  hat  man  nur  anstatt  v  Urnen  ebenso  viele  Ursachen  zu  setzen, 
da  die  Thatsache,  dafs  die  jeweilige  Ziehung  aus  einer  bestimmten 
Urne  erfolgt,  in  der  Sprache  der  Wahrscheinlichlieitsrechnung  als  Ur- 
sache bezeichnet  wird.  Und  weiter  hat  man  sich  an  Stelle  der  Ziehung 
einer  weifsen  Kugel  das  Eintreten  eines  beliebigen  Ereignisses  von 
gleich  grofser  Wahrscheinlichkeit  vorzustellen.  Alsdann  kann  man 
sagen,  dafs  der  untersuchte  Fall  durch  eine  Solidarität  der  Einzel- 
ve^rsuche  charakterisiert  ist.  Man  versteht  darunter  die  Thatsache, 
dafs  eine  zufällige  Ursache  (also  im  obigen  Beispiel  die  Nummer  der 
Urne,  aus  welcher  gezogen  wird)  mehreren  Versuchen  gemeinsam  ist, 
so  dafs  in  Bezug  auf  diese  Ursache  die  einzelnen  Versuche  nicht  mehr 
als  unabhängig  voneiaander  erscheinen.^)  Der  Umstand,  dafs  eine  oder 
mehrere  solidarisch  wirkende  Ursachen  im  Spiel  sind,  bedingt  also 
eine  Erhöhung  des  Quadrats  des  mittleren   quadratischen   Fehlers   um 


den  Betrac?  — ^«^ 


Nach  dem  Vorstehenden  ist  die  Möglichkeit  gegeben,  die  in  der 
Statistik  so  oft  beobachtete  beträchtliche  positive  Differenz  zwischen 
dem  nach  der  direkten  und  dem  nach  der  indirekten  Methode  berech- 
neten mittleren  quadratischen  Fehler  (vgl.  §  13)  mit  Hilfe  der  Vor- 
stellung von  solidarisch  wirkenden  Ursachen  zu  erklären.  Man 
kann  annehmen,  dafs  gewisse,  noch  als  „zufällige"  erscheinende  Ursachen 

1)  Zu  verglciclien:  Bortkewitsch,  Kritische  Betrachtungen  zur  theoretischen 
SUtiBÜk,  1.  Artikel,  in  Conradß  Jahrbüchern  für  Nationalökonomie  und  Statistik, 
1894,  Kovcmber-Ueft,  S.  053—664.  ..    •. 

2)  Da& Nähere  bei  Bortke  witsch,  Kritische  Betrachtungen  zur  theoretischen 
Statistik,  2.  Artikel,  in  Conrads  Jahrbüchern,  1895,  August-Ueft,  S.  321—332. 
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i 

i  ihr  Verhalten  nicht  von  Fall  zu  Fall,  sondern  von  Elementarserie  zu 

I  Elementarserie  ändern. 

I  Es   wSre   selbstverständlich   irrig,    zu   glauben,    dafs   auch  in  der 

1  Wirklichkeit  jede   Elementarserie   aus   einer   gleich    grofsen    Zahl   von 

j  Versuchen  bezw.  Beobachtungen   zu   bestehen    braucht.     Nicht   minder 

}  willkürlich  Aväre  die  Vorstellung,  dafs  sämtliche  solidarisch  wirkenden 

j  Ursachen  in  denselben  Tilomenteu  ihr  Verhalten  ändern.    Aber  es  han- 

\  delt  sich  hier  nicht  darum,   ein  vollständig  adäquates  Schema  für  die 

j  statistischen  Vorgänge    zu    finden.     Die   Erkenntnis    genügt    vielmehr, 

j  dafs    aus  der  Vorstellung   einer  Solidarität   der  Einzt^lfälle   lieraus   der 

I  scheinbare  Widerspruch   zwischen    den  Erwartungen    der  Theorie   und 

1  den  Ergebnissen  der  Erfahrung  begriffen  werden  kann. 

Ist  aber   die  Annahme   von   solidarisch   wirlcenden  Faktoren   auch 

j  imstande,    die   Thatsache   zu   erklären,    dafs    die   Discrepnnz    zwischen 

I  Theorie   und   Erfahrung,   relativ   genommen,   d.  h.   an   der   Gröfse   des 

relativcii  Felilcrexcedenten   bezw.  der  Fehlerrehition  gemessen,    um  so 

mehr  abnimmt,  je  kleiner  das  Beobachtungsfeld  gewählt  ist? 

Es    erscheint   auf  den    ersten   Blick,    dafs    die  so    gestellte  Frage 

verneint    werden    mufs.      Dem     relativen    Fehlerexcedenlen    entspricht 

nämlich,   ]iach  dem  neuen  Scliema,   die  Gröfse    «]/-  v — — r    fs.  For- 

'  ^  '  f      Co(l--Co)      •- 

mel  (4)],  welche,  bei  einem  gegebeneu  /:,  von  71  unabhängig  ist.  Ob 
also  je  10  oder  je  100  Elementarserie]i  zu  je  einer  Llauptserie  ver- 
bunden sind,  ändert  au  der  Gröfse  des  relativen  Fehlercxcedenten  und 
der  Fehlerrelation  nichts.  Bestimmte  Werte  c^,  Cg,  ...  c,.  und  g^^  g^^ 
...  (7,.  vorausgesetzt,  sind  die  erwähnten  Gröfsen  lediglich  von  der 
Zahl  h  abhängig. 

Eine  weitere  Frage  ist  nun  die,  ob  die  Zahl  h  von  der  Gröfse 
des  Beobachtuugsfeldes  ihrerseits  abhängig  sei. 

Da  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

Eine  bestimmte  Massenerscheinung  kann  als  solche,  d.  h.  ganz 
abgesehen  von  der  Gröfse  des  Beobachtungsfeldes,  durch  einen  be- 
stimmten Wert  von  /;  cliarakterisirt  sein.  Gesetzt  z.  B.  wir  unter- 
suchen die  Jlelativzahlen  der  bei  bestimmten  Industrie-  oder  Verkehrs- 
zweigeu  verunglückten  Personen,  so  bedingen  hier  die  Betriebsgröfse 
und  sonstige  in  der  Natur  der  Sache  liegenden  Umstände  eine  gröfsere 
oder  geringere  Zahl  von  Menschenleben,  welche  je  einem  im  betreuen- 
den Industrie-  oder  Verkehrszweige  sich  ereignenden  Unfall  (wie  z.  B. 
Dampfkesselexplosion,  Grubeukatastrophe)  zum  Opfer  fallen.  Oder 
man  denke,  wo  es  sich  um  die  Relativzahlen  der  Ertrunkenen  handelt, 
an  die  Fälle  des  Ertrinkens  bei  Bootpartien  mit  Rücksicht  auf  die 
Thatsache,  dafs  dabei  meistens  mehrere  Persojien  au  einem  Unfall  zu 
Grunde  gehen  bezw.  sich  der  Gefahr  des  Ertrinkens  aussetzen.  Solche 
und  ähnliche  Fälle,  wo  das  in  Betracht  kommende  Ereignis  (Tod, 
VerletzüJig  u.  s.  w.)  gleichsam  haufenweise  auftritt,  fasse  ich  unter  dem 
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Begriff  der  akuten  Solidarität  der  Einzelfälle  zusammen.  Es 
ist  klar,  dsfs,  wenn  der  Felilerexcedent  in  der  Statistik  dieser  Art  der 
Solidarität  seine  Entstellung  verdankt,  es  nicht  zu  erwarten  ist,  dafs 
sich  die  Gröfse  desselben  nach  der  Gröfse  des  Beobachtungsfeldes 
richten  werde. 

Ein  anderer  Fall  liegt  vor,  wenn  die  solidarisch  wirkenden  Fak- 
toren nicht  jeweils  bei  einer  Serie  von  gleicli  vielen  Versuchen,  son- 
dern für  je  einen  Zeitabschnitt  von  bestimmter  Dauer  ihr  Verhalten 
nicht  ändern.  Man  denke  sich  ein  Beobachtungsfeld,  dem  eine  jähr- 
liche Beobachtungszahl  n  entspricht,  und  ein  anderes  mit  einer  jähr- 
lichen Beobachtungszahl  )i.  Nimmt  man  nun  an,  dafs  sowohl  in  dem 
einen  als  in  dem  anderen  Fall  ein  solidarisch  wirkender  Faktor  sein 
Verhalten  etwa  nur  von  Monat  zu  Monat  oder  von  Woche  zu  Woche 
ändert,  so  wird  eine  Elcmejitarserie  im  ersten  Fall  aus  7c,  im  zweiten 
aus  7/  Einzelfällen  bestehen,  wobei  die  Proportion  eingehalten  werden 

wdrd  -,V  =-  -^   und  man   käme   bezüglich   der   Abhängigkeit  des   rela- 

tiven  Fehlerexcedenten  von  der  Gröfse  des  Beobachtungsfeldes  zu  fol- 
trendem  Resultat:  Der  relative  Fehlerexcedent  im  ersten  Fall  verhält 
sich  zu  dem  relativen  Fehlerexcedenten  im  zweiten  Fall  (bei  gleichen 
Werten  von  Cj,  Cg,  ...  c^  und  von  g^,  g^,  ...  ^,)  wie  yT—  1  zu  "[//i;'—  1 

oder  auch  wie  l/n  —  j    zu  ]/«'  — -^-     Bei   grofsen  Werten  von  n 

und  71    und  einem   kleinen  Werte   von  -r-   würde    dieses  Resultat  sich 

von  dem  im  Text  gewonnenen  wenig  unterscheiden.  Eine  genaue 
Übereinstimmung  ergiebt  sich  aber  nur  bei  n  =  h  (folglich  auch  n  =h'). 
Ich  nenne  die  zuletzt  besprochene  Modalität  der  Wirkung  der  solida- 
rischen Ursachen  chronische  Solidarität  der  Einzelfälle. 

Insofern  letztere  in  der  Statistik  die  Regel  bilden  dürfte,  findet 
also  die  eigentümliche  Beziehung  zwischen  dem  Wert  des  relativen 
Fehlerexcedenten  und  der  gröfseren  oder  kleineren  Ausdeh)iung  des 
]3eobachtungsfeldes  auch  vom  Standpunkte  des  in  dieser  Anlage  ins 
Auge  gefafsten  Schemas  ihre  Erklärung. 

Es  erübrigt  zu  zeigen,  in  welcher  Beziehung  obige  Formel  (4)  zu 
der  analogen.  Formel  (6)  des  §  14  steht. 

Unter  Anwendung  der  Bezeichnung 

erhält  man 

(5)  EAip!  - r,y]  =  E,{pn  -  -??.(ro')- 

Man  findet  zugleich  aus  (1): 

(6)  i?.(;'nO  =  <'o^  +  ^- 


> 
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Dalier,  auf  Grund  von  (2)  und  (6), 

oder  aucli 
woraus 

folgt.    Setzt  man  den  Wert  von  «^  aus  (7)  in  (6)  ein,  so  erlialt  man 

(8)  cJ-EM-^B.{2'-^f)- 

Und  setzt  man  ferner  die  Werte  von  a^  und  c^^   aus   (7)   und   (8)   in 
(3)  ein,  so  ergiebt  sich: 

Der  Gleichung  (5)  zufolge  brauclit  man  aber  aus  (9)  E^{Pq^)  ab- 
zuziehen, um  zu  erhalten: 

oder  auch 

(11)  ^Jte'  -.o)T  -  ^'^  +  P-^  -  ^)^-^^^- 

Setzt  man  in  (1 1)  h  =  n,   so  ergiebt  sich  in    voller  Übereinstim- 
mung mit  Formel  (ö)  in  §  14 

(12)      mpi  -  i^y] = '-'-^^-^  +  '-^  y}iii2^ . 


n  '        n 


Mithin  begegnen  sich  in  iliren  rechnerischen  Ergebnissen   die  im 
Text  und  die  in  dieser  Anlage  vertretenen  Betrachtungsarten  für  den 
Fall,  wo  die  Hauptserien  aus  je  einer  Elementarserie  bestehen.     Sonst  • 
fallen  die  Ergebnisse  nicht  ganz  zusammen. 

Jedoch  dürften  bei  eiuigermafsen  grofsen  Werten  von  n  und  von 
Z:  die  betreffenden  numerischen  Resultate  nicht  merklich  von  einander 
abweichen. 
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Werte   von 


ni  e 


1  '2  ■•'  X 

für  die  im  Kopf  der  einzelnen  Spalten  der  Tabelle  angegebenen  Werte 
von  on  und  die  links  stehenden  Werte  von  x. 


0,1 

0,2 

0,3 

0.4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

0 

•004  S 

•8187 

•7408 

•G703 

•60G5 

•5488 

•49GG 

•4403 

•4066 

•3079 

1 

•0905 

•1G37 

•2-2-23 

•2G81 

•3033 

•3203 

•3 176 

•3595 

•3659 

•3670 

2 

•0015 

•01G4 

•03Ö3 

•053G 

■0758 

■0088 

•1217 

•1438 

•1647 

•1839 

3 

•0002 

•0011 

oo:>3 

•0072 

•0126 

•0108 

•0281 

•0383 

•0494 

•0613 

4 

•0001 

•0003 

•0007 

•001 G 

•0030 

•0050 

•O077 

•Olli 

•0153 

5 

•0001 

•0002 

•0001 

•0007 

■0012 

•0020 

•0031 

6 

•0001 

■0002 

•0003 

•0005 

7 

•0001 

1,1 

1.2 

1,3 

1,4 

1,5 

1.6 

1.7 

1,8 

1,9 

2.0 

0 

•3329 

•3012 

•2725 

•2466 

■2231 

•2019 

•1827 

•1653 

•1496 

•1353 

1 

•36  62 

•3G14 

•354  3 

•3452 

•3347 

•3230 

•3106 

■2975 

•2842 

•2707 

o 

•2014 

•2169 

•2303 

•2417 

•2510 

•2584 

•2640 

•2G78 

•2700 

•2707 

3 

•0738 

•0867 

■0098 

•1128 

•1255 

•1378 

•1496 

•1G07 

•1710 

•1804 

4 

•0203 

•02G0 

•0324 

•0395 

•0471 

•0551 

•063G 

0723 

•0812 

•0002 

5 

•00  ]  5 

•0062 

•0084 

•Olli 

•0141 

•0176 

•0216 

•0260 

•0309 

•0361 

G 

•0008 

•0012 

■0018  ' 

•0026 

•0035 

•0047 

•0061 

0078 

•0008 

•0120 

7 

•0001 

•0002 

•0003 

•0005 

•0008 

•0011 

•0015 

•0020 

•0027 

•0034 

8 

•0001 

•0001 

•0001 

•0002 

•0003 

•0005 

•0006 

•0009 

1) 

1 

•0001 

•0001 

•0001 

•0002 

2,1 

2,3 

2,4 

2,5 

2,6 

2,7 

2,8 

2,9 

3,0 

7 

•1225 

•1108 

•1003 

•0007 

•08?1 

•0743 

•0672 

•0608 

•0550 

•0498 

1 

•2572 

•2438 

230(:. 

•2177 

•2052 

•1931 

•1815 

•1703 

•1596 

•1494 

2 

•2700 

•2081 

•2G52 

•2613 

•2565 

•2510 

•2450 

•2384 

•2314 

•2240 

3 

•189a 

•1966 

•20:-i3 

•2090 

•2138 

•2176 

•2205 

•2225 

•2237 

•2240 

4 

•0992 

•1082 

•1169 

•1254 

•1336 

•1414 

•1488 

•1557 

•1622 

•1680 

5 

•0417 

•0470 

•0538 

•0602 

•0668 

•0735 

•0804 

•0872 

•0041 

•1003 

c 

•0146 

•0175 

•020G 

•0241 

•0278 

•0319 

•0362 

•0407 

•0455 

•0504 

7 

•0044 

•0055 

•0068 

•0083 

•0099 

•0118 

•0140 

•0163 

•0188 

•0216 

8 

•0011 

•0015 

•0019 

•0025 

•0031 

•0038 

•0047 

•0057 

•0068 

•0081 

9 

•0003 

•0004 

•0005 

•0007 

■0009 

•0011 

•0014 

•0018 

•0022 

•0027 

10 

•0001 

•0001 

•0001 

•0001 

•0002 

•0003 

•0004 

•0005 

•0006 

•0007 

11 

•0001 

•0001 

■0001 

•00u2 

•0001 

12 

V.  Bortkew  itRcli,  Ocfott  '1.  k'e'r.  Zrlika» 
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3.1 

3,3 

3,4 

3,6 

3,6 

3,7 

3,8 

3,9 

4,0 

0 

•0451 

•0408 

•03G9 

•0334 

•0302 

•0273 

•0217 

•0224 

■0202 

•0183 

1 

•1397 

•1304 

•1217 

•1135 

•1057 

•0984 

•0915 

•0850 

•0789 

•0733 

•21G5 

•2087 

2008 

■1929 

•1850 

•1771 

•1G92 

•1G15 

•1539 

•1465 

3 

•2237 

•2i'26 

•2209 

•218G 

•2158 

•2125 

•2087 

•2046 

•2001 

•1954 

4 

•1733 

•1781 

•1822 

•1858 

•1888 

•1912 

•1931 

•1944 

•1951 

•1954 

5 

•1075 

•1140 

•1203 

•12G4 

•1322 

•1377 

•1429 

•1477 

-1522 

•1563 

6 

•0555 

•OGOS 

•0G62 

•0716 

•0771 

•0826  • 

•0881 

•0936 

•0989 

•1042 

7 

•024G 

•0278 

•0312 

•0348 

•038G 

•0r25 

•04G6 

•0508 

•0551 

•0595 

8 

•0095 

•Olli 

•0129 

•0148 

•01G9 

•0191 

•0215 

0241 

•02  G9 

•0298 

9 

•0033 

•00-10 

•0047 

•005G 

•OOGG 

•007G 

•0089 

0102 

•OllG 

•0132 

10 

•00  iO 

•0013 

•00  lü 

•0019 

•0023 

•0028 

•0033 

•0039 

•0045 

•0053 

11 

•0003 

•0001 

•0005 

•OOOG 

•0007 

•0009 

•0011 

•0013 

•00  IG 

•0019 

12 

•0001 

•0001 

•0001 

•0002 

•0002 

•0003 

•0003 

•0003 

•0005 

•0006 

13 

•0001 

•0001 

•0001 

•0001 

•0002 

•0002 

14 

•0001 

4,1 


4.2 


4,3 


4.4 


4,6 


4.7 


•.  ! 


10 

11 

12 
13 
14 
15 


•OIGG 
•OGSO 
•1393 
•1904 
•1951 
•IGOO 
•1093 
•0640 
•0328 
•0150 
•0061 
•0023 
•0008 
•0002 
•OOÜl 


•0150 
•0G30 
•1323 
•1852 
•1944 
•1633 
•1143 
•0GS6 
•0360 
•01G8 
•0071 
■0027 
•0009 
•0003 
•0001 


•0136 
•0584 
•1254 
•1798 
•1933 
•16G2 
•1191 
0732 
•0393 
•0188 
■0081 
•0032 
•0011 
•0004 
•0001 


•0123 
•0540 
•1188 
•1743 
•1917 
•1G87 
•1237 
•0778 
•0428 
•0209 
•0092 
•0037 
•0014 
•OüOo 
•0001 


•Olli 
•0500 
•1125 
•1687 
•1898 
•1708 
•1281 
•0824 
•04G3 
•0232 
•0104 
•0043 
•0016 
•OOOG 
•0002 
•0001 


•OiOl 
•04G2 
•10C3 
•1G31 
•1875 
•1725 
•1323 
•0869 
•0500 
•0256 
•0118 
•0049 
•0019 
•0007 
•0002 
•0001 


•0091 
•0428 
•1005 
•1574 
•1849 
•1738 
•1362 
•0914 
•0537 
•0281 
•0132 
•0056 
•0022 
•0008 
•0003 
•0001 


4,8 


4,9 


•0082 
•0395 
•0948 
•1517 
•1820 
•1747 
•1398 
•0959 
•0575 
•0307 
•0147 
•00G4 
•0026 
•0009 
•0003 
•0001 


•0074 

•03G5 

•0894 

•1460 

•1789 

•1753 

•1432 

•1002 

•0614 

•0334 

•0164 

•0073 

•0030 

•0011 

•0004 

•0001 


5,0 


•0067 
•0337 
•0842 
•1404 
•1755 
•1765 
•1462 
•1044 
•0653 
•0363 
•0181 
•0082 
•0034 
•0013 
•0005 
•0002 


5.1 


5,2 


5.8 


5,4 


5.5 


5,6 


5,7 


.8 


5,9 


6,0 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 


•0061 

■0055 

•0311 

•0287 

•0793 

•074G 

•1348 

•1293 

•1719 

•1G81 

•1753 

•1748 

•1490 

•1515 

•108G 

•1125 

•0692 

•0732 

•0392 

•0423 

•0200 

•0220 

•0093 

•0104 

•0039 

•0045 

•0015 

•0018 

•0006 

•0007 

•0002 

•0002 

•0001 

•0001 

•0050 
•02G5 
•0701 
•1239 
•1641 
•1740 
•iö37 
•1163 
•0771 
•0454 
•0241 
•0116 
•0051 
•0021 
•0008 
•0003 
•0001 


•0045 
•0244 
•0C59 
•1185 

•icoo 

•1728 
•1555 
•1200 
•0810 
•0486 
•0262 
•0129 
•0058 
•0024 
•0009 
•0003 
•0001 


•0041 
•0225 
•0G18 
•1133 
•1558 
•1714 
•1571 
•1234 
•0849 
•0519 
•0285 
•0143 
•00G5 
•0028 
0011 
•0004 
•0001 


•0037 
•0207 
■0580 
•1082 
•1515 
•1G97 
•1584 
•1267 
•0887 
•0552 
•0309 
•0157 
•0073 
•0032 
•0013 
•0005 
•0002 
•0001 


•0033 
'0191 
•0544 
•1033 
•1472 
•1678 
•1594 
•1298 
•0925 
•0586 
•0334 
•0173 
•0082 
•0036 
•0015 
•0006 
•0002 
•0001 


•0030 
•0170 
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